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 ممخّص لا

وىػو ممػؿ أمػ   التحويلات التكاممية المضاعفة و تطبيقاتهاا  يُناقش موضوع الأطروحة: 
 لنيؿ  رجة ال  كتوراه في الر ياضي ات البحتة.

في ثلاثة فصوؿ تتضم ف  راسة مرجعي ة لتحويلات تكاممية بسيطة  ة راسالتقع             
لحؿ المعا لات التفاضمية غير الخطية تـ  لطرؽ تقريبية أساسية و  واؿ خاصة بالإضافة

ا في ىذه الاطروحة لاستنتاج تحويميف تكاممييف مضامفيف مختمطيف ىما تحويؿ يالاستفا ة من
و كانا مف ثـ طرقاً  ج ي ة  الزاكي المذيف كانا محوريف أساسيف ل راستنا-الزاكي و ميميف-لابلاس

 .فعالة لحؿ المعا لات غير الخطية 

دراسااة مااوعن  عاالا تحااويلات تكامميااة بساايطة مااا دواا خاصااة  ساسااية و طاار  الفصااا اّوّا  
 .تقريبية لحا معادلات غير خطية 

ق منا في ىذا الفصؿ  راسة موجزة مف تحويلات لابلاس و الزاكي و ميميف البسيطة و تحويلاتيا 
ف إضامؼ , حيث المضامفة كتحويؿ لابلاس المضامؼ و الزاكي المضامؼ كذلؾ ميميف الم

تمؾ التحويلات البسيطة كانت أساساً في استنباط تحويلات مضامفة  مختمطة ج ي ة  في 
ليفمر امتم نا ممييا -أطروحة ال كتوراه ىذه  بالإضافة ل واؿ أساسية ك الة غاما و زيتا و ميتاغ

ية لنقوـ في نتائجنا ,  كذلؾ تطرقنا إلى طرؽ تقريبية لحؿ المعا لات التفاضمية غير الخط
ب مجيا مع التحويلات التكاممية المضامفة الج ي ة لمحصوؿ ممى تقنيات فعالة من  التعامؿ مع 
ىذا النوع مف المعا لات و جمميا, و قمنا بتسميط الضوء ممى مفاىيـ و تعاريؼ و مبرىنات 

 أساسية تـ الاستفا ة منيا في ىذا العمؿ. 

 اصه ما تطبيقاتهالناكي و خو -تحويا لابلاسالفصا الثاّني  

نواتو مبارة مف ج اء نواتي تحويميف  اً ج ي  اً مضامف اً تكاممي  رسنا في ىذا الفصؿ تحويلاً   
الزاكي التكاممي -لابلاس و الزاكي و ىو تحويؿ لابلاس ف بسيطيف مختمفيف ىما تحويلايتكاممي

تنا خواصو ملاوة حيث مرفناه بتكامؿ ثنائي مع الشروط التي تضمف وجو ه ل واؿ تحققيا و أثب
ممى ذلؾ مرفنا التلاؼ الخاص بو لنتطرؽ إلى مبرىنات معززة بالبرىاف للاستفا ة منيا و مما 
سبقيا مف تعاريؼ في تطبيقات ىذا التحويؿ ممى المعا لات التفاضمية الجزئية الخطية و غير 
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غير الخطية  الخطية مف مراتب صحيحة و كسرية و جمميا كذلؾ المعا لات التكاممية الخطية و
بنواة مستمرة أو شاذة .ىذا و ق   مجنا ىذا التحويؿ المضامؼ مع طرؽ تقريبية لمحصوؿ ممى 

 طرؽ سيمة و فع الة لحؿ المعا لات التفاضمية غير الخطية و جمميا .

 ( و تطبيقاته و حالات خاصة منهME)الناكي  –تحويا ميميلا الفصا الثاّلث  

في ىذا الفصؿ تمحورت   راستنا حوؿ تحويؿ مضامؼ مختمط آخر لو طابع مختمؼ مف 
التحويؿ الوار  في الفصؿ الثاني حيث نواتو خميط مف كثير ح و  و تابع أسي فنتج شيء مف 

لعمؿ في ممى االاختلاؼ في الخواص و النتائج و التلاؼ بالإضافة لمتطبيقات ليضفي أىمية 
رقنا إلى ملاقة ىذا التحويؿ بتعميـ التحويؿ السابؽ بالإضافة إلى خواص تطوق  ىذه الأطروحة. 

في تطبيقات ىذا التحويؿ كذلؾ الأمر نتج ل ينا  اً أساسي اً و تعاريؼ و مبرىنات م ي ة كانت محور 
-الفصؿ السابؽ حالات خاصة مف تحويؿ ميميفالم روس في مف تغيير في المتحوؿ بالتحويؿ 

الزاكي اقتصرنا في  راستيا ممى خواص -الزاكي و ميميف غير التاـ-منتييالزاكي و ىما ميميف ال
 وتعاريؼ ومبرىنات أساسية و لـ نتطرؽ لتطبيقات ليما ممى وجو الخصوص. 

 المعا لات التفاضمية - تحويؿ ميميف - تحويؿ الزاكي - بلاس تحويؿ لا كممات مفتاحية 

 .طريقة أ وميف التفكيكية   -               
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 المقدمة : -1

جزئية عادية أو معادلات تفاضمية  باستخدام في العالم معظم الظواىر يمكن توصيف
من  التي معظميا مشتقبالتحويلات التكاممية المضاعفة  إذا ما اقترنت حميا تتميز بسيولة والتي

 -بالنسبة لممعادلات التكاممية المضاعفة والتكاممية الأمر كذلكو بسيطة، تكاممية  تحويلات
إلى معادلات  كل ىذه المعادلات تتحول ،لتفاضمية الجزئية من مراتب كسريةالتفاضمية الجزئية وا

 . لا يمكن ذلكفتكاممية مضاعفة عمييا أما بالتحويلات البسيطة جميعيا بتطبيق تحويلات  جبرية

من خلال توصيفيا  ةالمياه الجوفية ضمن البنية الجيولوجي تسربدراسة  تمتومثل ذلك 
و  التي كان حميا باستخدام التحويلات البسيطة و الطرق العددية قاصراً، بمعادلة تفاضمية جزئية

أىمية التحويلات  إضافة إلى.  [5] و ىو تحويل كانيدمباستخدام تحويل مضاعف  حُمت
الصورة و الصوت ة لجومعاتحميل الإشارة بخاصة في اليندسية  عمومفي الالتكاممية المضاعفة 

 . ىميتيا الكبيرة في مجال العموم التطبييية و الفيزيائيةلأ إضافة ثلاثيةأبعاد ب

التحويلات التكاممية البسيطة وبخاصة تحويلات لابلاس و الزاكي و ميمين، وكذلك وتستخدم 
و ميمين  ةاكي المضاعفو الز  ةس المضاعفالأمر تحويلاتيا المضاعفة وىي تحويلات لابلا

و مما تجدر الإشارة إليو  مى نطاق واسع في إيجاد حمول لمسائل رياضية مختمفةع ،ةالمضاعف
مضاعفة كل  أن جميع التحويلات المضاعفة المدروسة سابياً تم الحصول عمييا من خلال

التحويلات المضاعفة عبارة عن ، وكانت نواة ىذه  L2   ،E2  ،M2أي  ةتحويل بسيط عمى حد
فكان كل ما يتعمق بيا من خواص و مبرىنات عبارة عن تعميم لما  نفسيابلنواة التحويل  ءجدا

 ورد في تحويلاتيا البسيطة.

 مسألة البحث -2

،و تناول بحث تمت دراسة تحويل لا بلاس المضاعف و الزاكي المضاعف بأبحاث عديدة 
دمج تحويمين  عنلم يدرس تحويل مضاعف ناتج  حينفي  ،تحويل ميمين المضاعف وحيد 

من خلال  اً معتحويمين  فاعميةالاستفادة من خواص و فإنو من الأىمية بمكان  بسيطين مختمفين
الزاكي و  -لابلاس يتحويم ولذلك كان من الضرورة إيجاد التحويلات المضاعفة المختمطة 

 .المختمفة أيضاً مع خواصيما وتطبيياتيما و دراستيما الزاكي -ميمين 
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 هدف البحث -3

ة جديدة من خلال إلى إيجاد تحويلات تكاممية مضاعفة بحم  بحث بصورة رئيسة ييدف ىذا ال
الزاكي و دراستيما -الزاكي و ميمين -تحويمين تكامميين بسيطين مختمفين ىما تحويل لابلاس دمج

ق جديدة ذات فعالية كبيرة مرتبطة بيذين التحويمين ائو أيضا إيجاد طر ،من أجل تطبييات واسعة 
الزاكي  -الزاكي التكرارية و ميمين -الزاكي التفكيكية و طريية لابلاس -وىي طريية لابلاس

التكرارية لحل صفوف مختمفة من المعادلات التفاضمية غير الخطية ذات الأىمية الكبيرة من 
 الناحية الرياضية و الفيزيائية واليندسية.

 أهمية البحث -4

في  ينمختمط ينمضاعف ينتحويم تم إيجاد وترتكز أىمية ىذا البحث عمى حييية مفادىا أن
عمى سبيل ف ،طابع خاص من ناحية الخواص و التطبيياتا يتميز بمو كل مني ىذه الأطروحة

كانت  امالمعادلات التفاضمية و التكاممية وغيرىا من التطبييات التي حُم ت باستخدام أحدى المثال 
 خر.حل باستخدام الآصعبة ال

 طابع نظري و تطبييي و النتائج الأساسية فيو تساعد في إيجاد حل اىذا العمل ذويعتبر 
وأيضا ليا أىمية كبيرة في العموم الفيزيائية و اليندسية خاصة ، معادلات لم تحل سابياً ل مفصل

إلى جميع العموم التطبييية التي في مجال تحميل الإشارة و معالجة الصورة و الصوت بالإضافة 
توصف ظواىرىا بمعادلات رياضية مختمفة صعبة الحل دون استخدام التحويلات التكاممية 

 المضاعفة .

 المسائل الأساسية ذات الطابع العممي الجديد و التي درست في هذه الأطروحة -5
 العكسيالزاكي المضاعف لدالة بمتغيرين وشروطو وتحويمو  -تعريف تحويل لابلاس .1
 دراسة خواص ىذا التحويل مع إثباتيا .2
 تطبيق ىذا التحويل عمى دوال أساسية .3
 ا بمتغيرينمالتلاف المضاعف لدالتين كل مني .4
مبرىنات أساسية كمبرىنة التلاف بالإضافة إلى مبرىنات أخرى ذات أىمية كبيرة مع  .5

 إثباتيا
تكاممية غير خطية وىما طريية  و ن جديدتين لحل معادلات تفاضميةإيجاد طرييتي .6

 الزاكي التكرارية –الزاكي التفكيكية و طريية لابلاس  –لابلاس 
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 الزاكي. -ويل ميمينحالتلاف المضاعف الخاص بت  .11
 مبرىنات أساسية مع إثباتيا .  .12
طريية ميمين الزاكي التكرارية من أجل حل معادلات تفاضمية جزئية غير  إيجاد .13

  ".باستخدام التحويل السابق حميالا يمكن  كمعادلة كوشي غير الخطية " التي خطية
 تطبييات ىذا التحويل :  .14

 متغيرة حل معادلات تفاضمية جزئية خطية بأمثال .1.14

 مجموع متسمسلات مضاعفة . .2.14

 حل معادلات تفاضمية جزئية غير خطية . . 3.14
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                                                                                                 الزاكي:-حالات خاصة من تحويل ميمين .15

 الزاكي  –تحويل ميمين المنتيي . 1.15

 الزاكي – غير التامتحويل ميمين  . 2.15

 المنشورات: -6 

 ض عحل بلالمضاعفة البسيطة و  الزاكي  –ستخدام تحويلات لابلاس ميارنة  بين ا
، مجمة جامعة البعث،المعادلات التفاضمية الجزئية المتجانسة وغير المتجانسة 

 .(2118عام ) ،( 4المجمد)

 ت التفاضمية الجزئية غير الزاكي  التفكيكية لحل جممة المعادلا -طريية لابلاس
 .(2119عام ) ،(41المجمد)، مجمة جامعة البعث، الخطية

 المعادلات التكاممية و الزاكي و خواصو مع تطبيياتو عمى  – تحويل لابلاس
 (.2119)عام  ،(3)المجمد ،بحاثلأا،المجمة العربية لمعموم و نشر الجزئية التفاضمية
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 الاستعراض المرجعي: -7

تحويمو الشيير ) لابلاس( والذي من خلالو تم دمج   2893عام لابلاس ير سيمون العالم بيقدم 
وىو بذلك يعتبر أقدم وأشير  في بوتقة واحدة التطبيقية )البحتة ( مع الرياضيات الرياضيات النظرية

في  متحويلل تطبيقات لابلاس إلى دراستووأضاف  ة الخطية في الأبحاث الرياضية ،يممالتحويلات التكا
 .[42و 37و 34]رىاتفاضمية و غي -لمعادلات تفاضمية خطية و تكاممية و تكامميةإيجاد حمول 

أسية دالة م ميمين حيث نواتو لم تكن ( تحويلا باس2:44 – 2965ميمين ) قدم العالم ىجالمرو 
ويختمف عنو في علاقة التلاف الخاص بو و سيولة بلاس تمف عن تحويل لاحدود وىو بذلك يخ ةل كثير ب

عام   R.S.Dahyiaأثبت  .[44]كمعادلة كوشي متغيرة  أمثالإيجاد حل لمعادلات تفاضمية ذات 
متغير وحلّ باستخدامو  nذات بُعد لدالة  nبعض النظريات التي تنطوي عمى تحويل لابلاس ذي  1::2

 .[43] معادلات جزئية غير متجانسة خطية ومن نمط مكافئ

تضمنت مبرىنات عديدة  أبحاثاً  3::2عام  R.S.Dahyiaو   S.Saberi Nadjafiنشر كل منو       
 وذك باستخدام تحويل ة الموجو ذات البعُد الواحدلبُعد إضافة لحل معادn لحساب تحويل لابلاس ذي 

أعوام   A.Aghiliو B.Salkhordehنشر االباحثان  علاوة عمى ذلكL2 [30، ]مضاعف لابلاس ال
و  9تضمنت مبرىنات وتطبيقات عديدة لتحويل لابلاس المضاعف ] اً أبحاث 3119و  3117و  3115

المضاعف لدالة بمتغيرين و تطبيقو في إيجاد  [ ، و خصص الباحثان دراسة عن تحويل لابلاس21 و :
 .[8حمول معادلات تفاضمية جزئية خطية غير متجانسة من النمط المكافئ ]

و تحويل لابلاس المضاعف في إيجاد حل معادلات دالية   Lokenath Debnathوطبق  
كميمان أيضا حسان الطيب و آدم [ واستخدم مفيوم التلاف المضاعف كل من 36تكاممية خطية ]

لحسان الطيب و كميمان عام ببحث واحد  فدرس، أمّا تحويل ميمين المضاعف [7لتطبيقات مختمفة]
(2007) [2:]. 

 ويدمعُرف باسم سو  اتكاممي تحويلا ات من القرن العشرينيفي مطمع التسعين  Watugalaقدم و 
،أما خواصو و تطبيقات أخرى لو [27،  3] و تم استخدامو في إيجاد حمول لممعادلات التفاضمية العادية

 J.M.Tchuench ودرس، [:3و39] (2002-2001)عاميذلك في بحثين و  M.A.Asirnتطرّق ليا ف

 . [24]تحويل سوميدو المضاعف مع خواصو  (2007)عام  N.S.Mbare و  
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يعتبر ل الزاكي الذي بتعديل تحويل سوميدو ليحصل عمى تحوي 3121طارق الزاكي عام  قامو 
، أما تحويمو المضاعف تطرّق [54و 52و 51و 39حل مسائل رياضية وىندسية عديدة ]تقنية جديدة ل

 . [20]مع خواصو و تطبيقات لو  2012عام لدراستو كل من طارق الزاكي و إيمان ىلال 

لممعادلات طرق تقريبية لإيجاد حمول ام استخدلأىمية المعادلات غير الخطية و إيجاد حموليا تم و 
 [26] ( Adomain Decomposition)ن التفكيكيةيمو أدطريقة  الطرق اضمية غير الخطية ومن تمكالتف
 طريقة   في حين  تم الحل باستخدام(  Variation Irritation[ طريقة التغاير التكرارية )4استخدم ]و 

 .Homotopy Perturbation)) [21]  اليوموتوبي

التحويلات التكاممية  البسيطة و المضاعفة وقفت عاجزة عن حل المسائل غير جدير بالذكر أنّ  و     
لدمج التحويل التكاممي مع طريقة تقريبية لإيجاد طرائق فعالة لحل ذلك النوع  ناالخطية لذلك لجأ الباحث

مع أدومين التفكيكية و طبّقيا عمى معادلات تفاضمية غير  فقد دمج خوري تحويل لابلاسمن المسائل 
 . [22]كاممية غير خطيةت -و استخدم مانافيانييرز ىذا الدمج لحل معادلات تفاضمية ،[38]خطية 

يرنور بدمج تحويل لابلاس مع طريقة التغاير التكرارية لمحصول عمى طريقة قام الزاكي و ال و
 [23خطية ]دلات تفاضمية و تكاممية غير معال دلة سيمة وفعالة في إيجاد حمولمع

[  48اليوموتوبي ] طريقة تحويل الزاكي مع   3125تشال عام باو استخدم شراده شافان وميير 
 [.44دمج رحمة الله نور الدين طريقة الزاكي مع طريقة ادومين التفكيكية ] 3128وفي عام 

 تقريبية لحل مسائل غير خطية.أنّو لم يُدمج تحويل ميمين مع أي طريقة بو ننوه 

بطرح فكرة أن يكون المشتق   ان عمى المشتقات من مراتب صحيحة بل أخذو لم يتوقف العمماء و الباحثو 
من خلال مراسمة بين أوبيتال و ليبنتز فقدم الأخير توقعات لممشتق  27:6من مرتبة كسرية و ذلك عام 

1من المرتبة 

2
و قد بقي  (Fractional Calculus)كانت بداية لمفاىيم تعرف الآن بالحساب الكسري  

 و بعدىا قُدّمت تعاريف عديدة في ىذا المجال. 2:11إلى عام  تطورىا بطيئاً 

  لات تفاضمية ذات مرتبة كسرية منيم تحويلات تكاممية لحل معاد ونوقد استخدم باحث

 Li Kexue و  Peng Jigen  كذلكSaeed Kazem و Ranjit R.Dhunde  لأعوام
 [.47و  45و  38]  و ذلك في المراجع (2011,2013,2018)
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 الفصل الأول
نحم  مع دوال خاصت أساسيت و طرق تقريبيت بسيطت يةدراسة موجزة عن تحويلات تكامم

 معادلاث غير خطيت
دراسة موجزة عن تحويلات لابلاس والزاكي و ميمين البسيطة و  نقدم في ىذا الفصل

المضاعف والزاكي المضاعف كذلك ميمين المضاعف ,  تحويلاتيا المضاعفة كتحويل لابلاس
ن تمك التحويلات البسيطة كانت أساساً في استنباط تحويلات مضاعفة جديدة منيا في إحيث 

 قمنا ذلك تطرقنا إلى طرق تقريبية لحل معادلات تفاضمية غير خطية و التيك. ىذه الأطروحة
عالة لحل ف جديدة لمحصول عمى تقنيات دمجيا مع التحويلات التكاممية المضاعفة الجديدةب

إلى مفاىيم بالإضافة  , جمميا خطية كذلكتكاممية غير -معادلات تفاضمية و تكاممية و تفاضمية
 و تعاريف و مبرىنات أساسية تم الاستفادة منيا أيضاً في ىذا العمل.

 مفاهيم أساسية : .1.1
 [45]دالة غاما:  .1.1.1

لر من النوع وضعيا العالم أولر ضمن مسمى تكامل أو  التي تعد ىذه الدالة من أىم الدوال الخاصة
دالة معرفة عمى نصف المستوي العقدييا ن  إحيث  الثاني 0 Re sتعطى بالتكامل الآتي و : 

  1

0

(1.1) ;Re( ) 0x ss e dxx s



    

sو ىي أيضاً دالة تحميمية في جميع نقاط المستوي العقدي ما عدا النقاط    n    :حيث        
 n 0,1,2, . , .الأقطاب فتعطى  تمكعند  الدالة المذكورة رواسبأما  والتي تعد أقطاباً بسيطة

 بالعلاقة:
 

 1
[ ] (2.1)

!

n

s nRes s
n




  

 :بعض العلاقات التي تحققيا ىذه الدالة
 1 ! ; (3.1)n n n    
   1   (4.1)s s s    

   
 

1 (5.1)
sin

s s
s




    

1
(6.1)

2


 
  
 

 

   
1

2 12
1

2 2
2

s s
s s


  

    
 

 .صٍغح نٍجىدز انمضاعفحًٌ َ 

     
1

1 /21/2

0

 (2 )  / (7.1)
m

mms

k

ms m s k m






    

  حٍث9 2,3,  .m    َ ًٌ   تعتبر ىذه الدالة أساساً في ، َ نٍجىدز انمتعددج -غاَضصٍغح
 التحويلات التكاممية البسيطة.
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[14] التامة:دالة غاما غير . 1.1.1 
 

 بالعلاقة:إن لدالة غاما التي تعطى 
1

0

( ) (8.1)x ss e x dx



    
 الآتية:حالة خاصة منيا تعرف بالعلاقة 

1( , ) (9.1)x s

a

s a e x dx



    
  أن:واضح  Prym's function)تسمى دالة برايم )

 ( ,0) ( ) (10.1)

(1, ) (11.1)a

s s

a e 

  

 
  

 الآتية:وتحقق ىذه الدالة العلاقات     
( 1, ) ( , ) (12.1)s as a s s a a e      

 أيضاً:و     

2

(2, ) ( 1) (13.1)

(3, ) ( 2 2) (14.1)

a

a

a e a

a e a a





  

   

 

 يكون:و بشكل عام     

0

!
( , ) (15.1)

( )!

n
a n k

k

n
n a e a

n k

 



 


 

 عدد صحيح موجب تماماً . nحيث      
 اندانح شٌتا تانعلاقح 9تعسف     : ]54[زيتا -دانت ريمان 3.1.1.

0

1
( , ) ; Re( ) 1, 0, 1, 2,..... (16.1)

( )z
n

z q z q
q n






    


 

0qفً حال َ   9 

0

1
( ) ;Re( ) 1 (17.1)

z
n

z z
n






  

انتً ًٌ قطة  z=1 ما عدا انىقطح z ٌَري اندانح الأخٍسج تحهٍهٍح فً جمٍع وقاط انمستُي انعقدي

 . (1+)تسٍظ َانساسة عىدٌا ٌساَي 

 قٍم شٌتا تالاعتماد عهى أعداد تسوُنً كما ٌه9ً َ ٌمكه انتعثٍس عه تعض

                         (18.1) ;     * +      1( )
1

mm
m


   


 

12
( ) ; 2,4,6,...2 ,... (19.1)

!

m m

mm m k
m

 




  

حٍث 
m   َ ً9تحقق ٌري أعداد تسوُن 

2 1 0n     1,2,3,4مه أجم,....n   .أي فقظ ٌظٍس دنٍم فسدي َاحد ٌُ انُاحد 
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 [31] :(Mittag-Leffler function)ليفمر -دالة ميتاغ. 1.1.1
 ليفمر تعر ف بالعلاقة: إن دالة ميتاغ

 
 ,

0

     ; ,  , 0 (20.1)
Γ 

k

k

E x
x

k
x   

 





  


 

1و كحالة خاصة عندما    تكون ىذه الدالة بوسيط واحد: 

 
 0

     ; ,  0 (21.1)
Γ  1

k

k

E x x
x

k
 







  


 

1نلاحظ عندما    : 
 0

1

0

      
Γ  1 !

k k
x

k k

E
x x

x
k

e
k

 

 

  


  

 [13]. المشتقات من مراتب كسرية:4.3.3
 عُرِّف ىذا المشتق من قبل عمماء و باحثين بتعاريف عديدة نذكر منيا:

 ليوفيل الاشتقاقي الكسري:-. مؤثر ريمان3.4.3.3
0فرض ب     وx a  و,a R  عندئذ:  

1

1 ( )
; 1 &

( ) ( )
( ) (22.1)

( );

n
x

n na

n

n

d f
d n n n

n dx x
D f x

d
f x n

dt





 

 



 


   

  


 




 يل الكسري من المرتبةفليو -ريمان تكاملفي حين أن     لو العلاقة: 
11

( ) ( ) ( ) (23.1)
( )

t
n

a
J f x f x d   



  
  

  وتم الاتفاق عمى أن 
0 ( ): ( ) (24.1)J f x f x 

0أي  :J I )انمؤثس انمطاتق ( 
D                    : (3)ملاحظة J I   
0     قبالاتفاو أيضاً  ( ): ( )D f x f x  0أي :D I 

  >   :> 1691في الاشتقاق من المرتبة  (Caputo) مؤثر كابوتو. 1.4.3.3
 يعطى بالعلاقة الآتية:وفق كابوتو  المشتق من المرتبة 

( )

1

*

1 ( )
; 1 &

( ) ( )
( ) (25.1)

( ) ;

n
x

na

n

n

f
d n n n

n x
D f x

d
f x n

dt





 

 



 


   

  
 


 



 

0تم الاتفاق عمى أن   

*D I 
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0a بفرض:  مثال    1و

2
    1وn    و( )f x x  

1عندئذ مشتق كابوتو من المرتبة 

2
)لمدالة    )f x   ىو 

1

2
* 10

2

1 1
( )

1
( ) ( )
2

t

D x d

x







 
 

بفرض أن و 
1

2( )u x    عندئذ:
 1

2
* 10

2

0
2

0

1 1
( ) ( )

( )

1 1 1 2

2 2
( 0)

x

x

x

D x d x

x

u
du du

u u

x
x






 

 


 




 

  



  

Dفي حال  :(1)ملاحظة    عندئذيل فليو  –مؤثر ريمان: 
( 1)

1
lim ( ) ( ) (26.1)n

n
D f x f x





 
 

وفي حال 
*D  مؤثر كابوتو:          

( 1) ( 1)

*
1

lim ( ) ( ) (0)n n

n
D f x f x f



 

 
  

يل  فليو  –ريمان  يةكسر من المرتبة التق مشز لممير  : في كثير من المراجع(1)ملاحظة
 ( )a xD f x  ولممشتق كابوتو( ( ))c

a xD f x  
a: لنأخذ (5)ملاحظة   عندئذ: 

( )

1

1 ( )
(( )) ( ( )) (27.1)

( ) ( )

n
x

c

t x n

f x
D f x D f x d

n x

 




 
   

 
   

1nحيث   n    وn المؤثرأماnD المشتق من مرتبة صحيحة يو ف 
n

n

n

d
D

dx
 

1n لتكن:  توطئة n    بحيث n  و   و( )f x    قابمة للاشتقاق وفق كابوتو
*أي  ( )D f x موجود عندئذ:  

* ( ) ( )n nD f x J D f x   ( علاقة تربط بين المشتق)من المرتبة الكسرية و الصحيحة 
)وىذا يعني أن مشتق كابوتو  )f x  من المرتبة من المرتبة  وي تكاملاً ايسn   لممشتق

)لمدالة  nالصحيح من المرتبة  )f x  
 ل :فيليو  –ريمان  أما عند

( ) ( ) (28.1)n nD f x D J f x  
)لمدالة  ل  من المرتبة فيليو  –أي أن المشتق ريمان  )f x  يساوي المشتق من المرتبة 

nلمتكامل المرتبة    لمدالة( )f x 
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 [23]الدالة ذات المرتبة الأسية:. 9.1.1
)نقول عن الدالة  )f x نيا دالة ذات مرتبة أسية إa  إذا وجد ثوابت, 0, 0a K M  

)بحيث تحقق:  ) axf x Ke  من أجل كلx M. 
 [23]  (Piecewise Continous): قطعياً مرة تالدالة المس. 1.1.1

المجال  ىمستمرة قطعياً عم fتكون الدالة  0, إذا حققت: 
1) 

0
lim ( ) (0 )
t

f x f





 .موجودة 

1) f دالة مستمرة في كل مجال محدود 0,b في عدد منتو من النقاط  إلا
1 2, ,...., n    في المجال 0,b  التي تممكf . عندىا  قفزة 

 [13و  12و  11]تحويل لابلاس : . 8.1.1
) إذا كانت  )f x  دالة مستمرة قطعياً عمى المجال 0,  و ذات مرتبة أسيةa عندئذ ف

 :الآتيةبالعلاقة تحويل لابلاس ليا موجود و يعطى 

 
0

( ) ( ) ( ) (29.1)sxf s L f x e f x dx



   

 : اصو و من أبرز خو 
 خاصة الخطية :  (1

     1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) (30.1)L f x f x L f x L f x     

 :خاصة المشتق ( 1
   ( ) 1 2 ( 1)( ) (0) (0) ....... (0) (31.1)n n n n nL f x s L f s f s f f      

 : يوف الدوال الأساسية الواردة لبعض لابلاس أما تحويل
   

   

2 2

2 2 1

1
, cos( ) (32.1)

( 1)
s ( ) ,

ax

n

n

s
L e L ax

s a s a

a n
L h ax L x

s a s 

 
 

 
 



 

)حيث :  )n  . ىي دالة غاما 
 و بالنسبة لتحويمو العكسي فيعطى بالعلاقة :

   1 1
( ) ( ) ( ) (33.1)

2

i

sx

i

f x L L f x e L f x ds
i






 



 

    

 [53و 54]: زاكيلتحويل ا. 9.3.3
 و يعر ف بالعلاقة : أيضاً  عرف ىذا التحويل بتحويل سوميدو المعد ليُ 

   
0

( ) ( ); ( ) (34.1)

x

pE f x E f x p p e f x dx




   
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 في حين أن  تحويل سوميدو يعطى بالعلاقة :

 
0 0

( ) ( ) ( ) (35.1)
t

tuS f t e f t dt e f ut dt

 


   

 حيث : Aأن  تحويل الزاكي موجود لمدوال التي تنتمي لممجموعة بو ننوه 

   1 2( ); , , 0; ( ) , 1 0,j

x

jk
A f x M k k f x Me if x

 
 

        
  

 و بالنسبة لأبرز خواصو  :
 ( خاصة الخطية : 1

     1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) (36.1)E f x f x E f x E f x       
 خاصة المشتق :( 1    

   
1

( ) 2 ( )

0

1
( ) (0) (37.1)

n
n n k n

n
k

E f x E f p f
p


 



  

 خاصة المكاممة : (1

0
( ) ( ( )) (38.1)E f d pE f x 

  
   

 :الأساسية لدوالبعض او يكون تحويل اليزاكي  ل

     

     

2 2 3

2 2 2 2

2 3
2

2 2 2 2

, cos( ) , sin( ) (39.1)
1 1 1

( 1) , c ( ) , s ( )
1 1

ax

n n

p p ap
E e E ax E ax

ap a p a p

p ap
E x p n E h ax E h ax

a p a p



  
  

    
 

 : الآتية أما تحويمو العكسي فمو العلاقة      

 1 1 1
( ) ( ) ( ); (40.1)

2

i

px

i

f x E E f x pe E f x dp
i p






 



 

 
     

 


 مبرهنة:. 3.9.3.3
دالة قابمة للاشتقاق عمى  fلتكن 0, : و تحقق شروط وجود تحويل الزاكي ليا عندئذ 

2 ( ) ( )
( ( )) (0) (0) (41.1)

d E f E f
E xf x u pf pf

dp p p

   
       

   
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  مبرهنة :. 1.9.3.3
f,نإذا كانت الدالتا g  مستمرتين عمى 0, بالعلاقة: اً و كان تلافيما معرف 

      * (42.1)f g x f x t g t dt





  

  عندئذ:      
1

* (43.1)E f g E f E g
p

 

34.3.3.o – : [17]صغيرة 

)لنفرض أن   )g g x  0دالة ذات قيم موجبة وx  : عندئذ 
xفي حال   : 

)إنيا  fنقول عن  )o g  : إذا تحقق( )
lim 0

( )x

f x

g x
   ونكتب( );f o g x  

0xو في حال   : 

)إنيا fنقول عن )o g :إذا تحقق
0

( )
lim (44.1)

( )x

f x

g x
)ونكتب   ); 0f o g x  

 [17]تحويل ميمين : .33.3.3
ℝدانح معسفح عهى  fنتكه 

 
ℝَقاتهح نهمكامهح عهى  َتأخر قٍمٍا فً  

 
عىدئر وعسف  

 تحٌُم مٍهٍه نٍا تانعلاقح 9 

1

0

( ( )) ( ) (45.1)sM f x f x x dx



  

)ٌَمكه أن وسمص نٍرا انتحٌُم تانسمص 9 ( )) ( ; ) ( )M f x M f s F s  

ℝدانح مستمسج عهى  9f نتكه انوجود  شروط. 1.11.1.1
 

 َكرنك 9 

 ( )     x 0

( )    x
( ) (46.1)

a

b

o x for

o x for
f x








 

)عىدئر  )M f  مُجُد مه أجم أيs   ٌَحققRe( ) ( , )s a b 
 خواص تحويم ميهيه :. 2.11.1.1

انخاصت الأونى ) انخطيت( :  .1

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ( )) ( ( )) (47.1)M f x f x M f x M f x     

 

 : (انتحاكي انخاصت انثاويت ) .2

( ( )) ( ; ) (48.1)sM f ax a M f s  

 انخاصت انثانثت ) الاوسحاب( :  .3

( ( )) ( ; ) (49.1)aM x f x M f s a  
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 fصورة الدالة مقصود بيا حيث إن  الصورة) ( : مشتق انصورة انخاصت انرابعت ) .4
 ( Mوفق المؤثر

( ( ) ( )) ( ; ) (50.1)
k

k

k

d
M lm x f x M f s

ds


 

 الأصمية(:الخاصة الخامسة )مشتق الدالة  .5
( 1) ( )

( ( )) ( 1) ( ; (1 )) (51.1)
( (1 ))

m m s
M f x M f s m

s m

 
   

  

 الخاصة السادسة ) المكاممة( :. 2

1 2 1 2

0

1) ( ( ) ( ) ) ( ; ) ( ;1 ) (52.1)M x t f xt f t dt M f s M f s    


    

1 2 1 2

0

2) ( ( ) ( ) ) ( ; ) ( ;1 ) (53.1)
x

M x t f f t dt M f s M f s
t

    


    

     :الخاصة السابعة . 7
   ( ) ( 1) ( ; ) (54.1)
nn n

n
M x f x s M f s   

 
 

  ( )حٍث9            
 (   )

 ( )
  (   )  (     ) 

 (The Pochhammer Symbols)و ىي رموز بوخامر 
 انخاصت انثامىت:  .8

0

1
( ( ) ) ( )( 1) (55.1)

t

M f x dx M f s
s

   

  تحويم ميهيه نبعض انذوال الأساسيت : .2.00.0.0

 9 انذانت الأسيت (0

( ) ; 0ptf t e p  
( ) ( ) (56.1)sM f p s   

 دوال مثهثيت :  (1

2
1) (sin( )) ( )sin( ); 1 Re 1 (57.1)s sM at a s s     

2
2) (cos( )) ( )cos( );0 Re 1 (58.1)s sM at a s s   

 

 
22 2

( )sin ( )
3) ( sin( )) ; 1 Re (59.1)

( )
s

b
aat

s sarctg
M e bt s

a b




  


 

 
22 2

( )cos ( )
4) ( cos( )) ;Re 0 (60.1)

( )
s

b
aat

s sarctg
M e bt s

a b




 

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)0(   انذانت انذرجيت  :          3 ) ( ) zf t H t t t          

    حيث :             0

0

0        ;      0 t t

0 1         ;      t( ) tH t t
 

     َ اندانح اندزجٍح 

          : z  عدد عقدي أما:t تماماً  .عدد مُجة ف 

 

)عىدئر تحٌُم مٍهٍه نهدانح  )f t 9 ٌُ 

0

1 0( ) (61.1)
z s

z s

t

t
M f t dt

z s

 
   

 

 9                         انذانت   (4
1( ) (1 )f t t   

                          ( ) ;0 Re( ) 1 (62.1)
sin( )

M f s
s




   

  :  تلاف ميمين .1.11.1.1

 فإن التلاف التقميدي ليما يعرف بالعلاقة: ℝن عمى االمعرفت    ن لتكن لدينا الدالتا

 ( )  (   )( )  ∫  (   ) ( )                         (    )

  

  

 

ىذه فسوف نتعرف عمى تلاف ميمين أو التلاف في حالة ميمين بالشكل:    في دراستنا أما
,ن ادالتالإذا كانت لدينا  :f g   يعطى تلاف ميمين ليما بالعلاقة:عندئذ ف 

(    )( )  ∫  (
 

 
) ( )

  

 

 

 

                   (    ) 

)كما و يرمز ليذا التلاف بالرمز )f g.يطمق عمى تلاف ميمين جداء الطي . قد 
 مبرهنة التلاف: .4.33.3.3

1  *    إذا كان :مبرهنة التلاف 1; ( ) ( )cf x x L    و        
 ) عندئذٍ تتحقق العلاقة:ف  )   (    )   ( ) ( )                (    ) 

( ) حيث:    ( )   ( )   ( ) 
 تحويم ميهيه انعكسي : . 6.11.1.1  

)إذا كاوت   , )c a b  مجال انُجُد نهدانح ٌَُ( )f s  فئن تحٌُم مٍهٍه انعكسً نٍا

 تانصٍغح انعقدٌح ٌعطى تانعلاقح 9

1
( ) ( ) (66.1)

2

c i

s

c i

f x M f x ds
i

 



 

  
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  [35]تحويل لابلاس المضاعف :. 31.3.3
)إن تحويل لابلاس المضاعف لمدالة  , )f x t : ذات المتغيرين يعطى بالعلاقة 

 2

0 0

( , ) ( , ) ( , ) (67.1)pt sxf s p L f x t e e f x t dxdt

 

     

   . (29.1)حيث تحويمو البسيط معطى بالعلاقة 
 أىم خواص ىذا التحويل: 

 خاصة الخطية :  (1
     2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (68.1)L f x t f x t L f x t L f x t      

1)          2 ( ). ( ) ( ) . ( ) (69.1)L f x g t L f x L g t 

3)        2

1
( ) ( ) (70.1)L f x L f x

p
 

1)       2 2 ( , ) ( (0, )) (71.1)
f

L sL f x t L f t
x

 
  

 
 

5)      2 2 ( , ) ( ( ,0)) (72.1)
f

L pL f x t L f x
t

 
  

 
 

9)  
2

2

2 22
( (0, )) ( (0, )) (73.1)x

f
L s L f sL f t L f t

x

 
   

 
 

1)  
2

2

2 22
( ( ,0)) ( ( ,0)) (74.1)t

f
L p L f pL f x L f x

t

 
   

 

 

 أما تحويل لابلاس المضاعف لبعض الدوال الأساسية :

 
  

 
  

 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 21 1

4) s ( ) (78.1)

5) c ( ) (79.1)

( 1) ( 1) 1
6) (1) ; 0 & 0 (80.1)a b

a b

ap bs
L h ax bt

s a s b

sp ab
L h ax bt

s a s b

a b
L x t L x t

s s sp 


 

 


 

 

   
    

 

 يو:فأما التحويل العكسي لتحويل لابلاس المضاعف 

 1

2 2 2
( , ) ( , ) ( , ) (81.1)

(2 )

ii

pt sx

i i

f x t L L f x t e e f s p dsdp
i



 


  



   


     
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 [42] :زاكي المضاعف تحويل ال. 31.3.3
 بالعلاقة :و ىذا التحويل يعطى 

   2 2

0 0

( , ) ( , ); , . ( , ) (82.1)

tx

psE f x t E f x t s p s p e e f x t dxdt

 


   

تحويمو البسيط بنفسيا و لكن  ةنواة ىذا التحويل ناتجة عن ضرب نواضرب نلاحظ أن 
 بمتغيرين و وسيطين مختمفين و ذلك ضمن تكامل ثنائي معتل .

)إن تحويل الزاكي لممشتقات الجزئية لمدالة  : ةمبرهن. 3.31.3.3 , )f x t  بالنسبة
 من المرتبة الأولى و الثانية يعطى بالعلاقات : tو  x لممتغيرين

 

 

 

 

2 2

2 2

2

2 22 2

2

2 22 2

1
1) ( , ) ( (0, )) (83.1)

1
2) ( , ) ( ( ,0)) (84.1)

1
3) ( (0, )) ( (0, )) (85.1)

1
4) ( ( ,0)) ( ( ,0)) (86.1)

x

t

f
E E f x t sE f t

x s

f
E E f x t pE f x

t p

f
E E f E f t sE f t

x s

f
E E f E f x pE f x

t p

 
  

 

 
  

 

 
   

 

 
   

 

 إن تحويل الزاكي المضاعف أيضاً يتمتع بخاصة الخطية . ملاحظة :   
 : لأطروحةنا في هذا ابدوال التي ستمر تحويل الزاكي المضاعف لم. 1.31.3.3 

 

  

11 ( )( )

2

0 0 0 0

2 2

1) . .

. .
(87.1)

1 11 1

ps

tx
b ta xax bt ax btpsE e s p e e e dxdt s p e dx e dt

s p s p

as bp
a b

s p

   
     

 
   

   
  

   

 

 

     

 

  

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2) cos( )
2

1 . .

2 1 1 1 1

. 1
(88.1)

1 1

i ax bt i ax bte e
E ax bt E

s p s p

ias ibp ias ibp

s p absp

a s b p

   
   

 

 
  

    




 
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 و اعتماداً عمى العلاقة :
( ) ( )

sin( )
2

i ax bt i ax bte e
ax bt

i

  
  

 إيجاد :تم 

 
 

  

2 2

2 2 2 2 2

.
sin( ) (89.1)

1 1

s p as bp
E ax bt

a s b p


 

 
 

 

 

     

 

  

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

3) ( )
2

1 . .

2 1 1 1 1

.
(90.1)

1 1

ax bt ax bte e
E sh ax bt E

s p s p

as bp as bp

s p as bp

a s b p

   
   

 

 
  

    




 

 و اعتماداً عمى العلاقة :
( ) ( )

( )
2

ax bt ax bte e
ch ax bt

  
  

 : تم إيجاد

 
 

  

2 2

2 2 2 2 2

. 1
( ) (91.1)

1 1

s p absp
E ch ax bt

a s b p


 

 
 

 . التحويل العكسي:1.31.3.3
 إن التحويل العكسي لتحويل الزاكي المضاعف يعطى بالعلاقة الآتية:

 1

2 2

22

( , ) ( , )

1 1
( , ); , (92.1)

(2 )

ii

pt sx

i i

f x t E E f x t

spe e E f x t dsdp
i s p



 




  

   

   

 
  

 
 

 [19]تحويل ميمين المضاعف:. 35.3.3
) لتكن , )f x t  :0دالة بمتغيرين حيثx   0وt   عىدئر ٌعطى تحٌُم مٍهٍه

 انمضاعف نٍا تانعلاقح9
1 1

2 2

0 0

( ( , )) ( ( , ); , ) ( , ) (93.1)s pM f x t M f x t s p f x t x t dxdt

 

    
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1من أجل . تعريف :3.35.3.3 2 1 2, , ,a a b b  1 بحيث 1a b  َ2 2a b 
 نرمز ب  1 2

1 2

,

, 1 1 2 2, ; , , Re & Re
b b

a aC s p s p a s b a p b      ,
1 نرمز بو كما  2

1 2

,

,

b b

a aH من الدوال المؤلف خطيالفضاء لمf  : حيث
2:f   : و تحقق 

1 1 2

1( , ) ( )s px t f x t L 

  1من أجل كل 2

1 2

,

,,
b b

a as p C . 
 المضاعف : خواص تحويل ميمين. 1.35.3.3

1ليكن  2

1 2

,

1 2 ,, ,
b b

a af f f H :عندئذ 
انخاصت الأونى ) انخطيت( :  .1

2 1 2 2 1 2 2( ( , ) ( , )) ( ( , )) ( ( , )) (94.1)M f x t f x t M f x t M f x t     

 

 انخاصت انثاويت ) انتحاكي( : .2

2 2( ( , )) ( ( , ); , ) ; 0, 0 (95.1)s bM f ax bt a b M f x t s p a b   

  

 انخاصت انثانثت ) الاوسحاب( :  .3

2 2( ( , )) ( ( , ); , ) ; 0, 0 (96.1)a bM x t f x t M f x t s a p b a b    

 انخاصت انرابعت ) مشتق انصورة( : 
2

2 2(ln ln ( , )) ( ( , ); , ) (97.1)M x t f x t M f x t s p
s p



 

 

 الخاصة الخامسة )مشتق الدالة الأصمية(: .5
2

2 2( ( , )) ( 1)( 1) ( ( , ); 1, 1) (98.1)M f x t s p M f x t s p
x t


    

 

1حيث يوجد  2,   1و 2Re( )s   تحقق: 
1 1

0
lim ( , ) 0 , lim ( , ) 0s s

x x
x f x t x f x t 

 
  

1و يوجد  2,   1تحٍث 2Re( )p   تحقق: 
1 1

0
lim ( , ) 0 , lim ( , ) 0p p

t t
t f x t t f x t 

 
  

     : الخاصة السادسة .4

 2 21) ( , ) ( 1) ( ; , ) (99.1)

n

n

n
M x f x t s M f s p

x

  
   

   

 

حٍث9             
 

 
   1 . 1

n

s n
s s s s n

s

 
     


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 (The Pochhammer Symbols)و ىي رموز بوخامر 

 2 22) ( , ) ( 1) ( ; , )

m

m

m
M t f x t p M f s p

t

  
   

   

 

 :انخاصت انسابعت   .6

2 2

0 0

1
( ( , ) ) ( ; 1, 1) (100.1)

x t

M f u v dudv M f s p
ps

    

 :الخاصة الثامنة  .6

2 2

0 0

1) ( ( , ) ( , ) ) ( ; , ) ( ; 1, 1) (101.1)m nM u v f ux vt g u v dudv M f s p M g m s n p

 

     

 

2 2 2

0 0

1 1

2 2 2

0 0

2) ( ( , ) ( , ) ) ( ; , ) ( ; 1, 1) (102.1)

3) ( ( , ) ( , ) ) ( ; , ) ( ; , ) (103.1)

m n x t
M u v f g u v dudv M f s p M g m s n p

u v

x t
M u v f g u v dudv M f s p M g s p

u v

 

 

 

    



 

 

 تلاف ميمين المضاعف :. 1.35.3.3
,2ن لتكن الدالتا :f g    عندئذ تلافيما( , ) ( , )f x t g x t 

 يعرف بالعلاقة:

1 1

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (104.1)
x t

f x t g x t u v f g u v dudv
u v

 

     

 مبرهنة التلاف :. 5.35.3.3

1إذا كان           2

1 2

,

,,
b b

a af g H  1و 2

1 2

,

,( , ) ( , )
b b

a af x t g x t H    

  عندئذ :

 2 2 2( , ) ( , ) ( ; , ) ( ; , ) (105.1)M f x t g x t M f s p M g s p  
 نبعض انذوال الأساسيت : انمضاعف تحويم ميهيه. 4.35.3.3

 9 انذانت الأسيت (0

( )( , ) ; 0, 0ax btf x t e a b    
2 ( ( , )) ( ) ( ) (106.1)s pM f x t a s b p     
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1)                        1
( , )

(1 ) (1 )a b
f x t

x t


 
 

2

( ) ( ) ( ) ( )
( ( , )) (107.1)

( ) ( )

a s b p s p
M f x t

a b

     
 

 

1aو كحالة خاصة عندما  b  : نجد 
2

2

1
; 0 Re( ) 1,0 Re( ) 1

(1 )(1 ) sin( )sin( )
M s p

x t s p



 

 
     

  

 (Adomin decomposition method) [15]. طريقة أدومين التفكيكية  :  15.  1. 1

معادلات اللحل ات و ذلك يفي الثمانينقدميا و طو رىا العالم أدومين تقريبية الطريقة ال ىذه 
و جمميا ىذه الطريقة تنتج حمولًا تقريبية  الخطية منيا و غير الخطية تفاضمية العادية و الجزئيةال

و أخرى عمى شكل متسمسمة متقاربة إلى الحل المضبوط و ذلك باستخدام علاقات تكرارية و 
تحميل ( الدالة المجيولة في المعادلة المعطاة لمجموع لانيائي من  )تتمخص ىذه الطريقة بتفكيك

لدينا المعادلة التفاضمية  تإذا كانالحدود الناتجة من العلاقات التكرارية و سنوضح ذلك بالآتي , 
 الخطية : العادية غير

  ( ) ( ) ( ) ( ) (108.1)Lu x Ru x Nu x g x   
فيي الحدود غير الخطية و  Nuىي بقية الحدود الخطية و أما  Ruحد خطي و  Luحيث
( )g xبطريقة  دالة غير متجانسة . لحل ىذا النوع  من المعادلات التفاضمية غير الخطية

 : أدومين التفكيكية نتبع الخطوات الآتية
 أي: u( بالنسبة لمدالة 1.8.1المعادلة )نحل 

( )Lu Ru Nu g x    
             و منو :

1 1[ ( )] (109.1)u L Lu L Ru Nu g x      

أن : مثلًا لنفرض 
2

2
(110.1)

d u
Lu

dx
  : عندئذ 

2
1

2
( ) (0) (0) (111.1)x

d u
L u x u xu

dx

  
   

 
 

 من الشكل :ىنا ىو مؤثر تكاممي  1Lحيث 
2 2

1

2 20 0
( ) (0) (0) (112.1)

x x

x

d u d u
L dtdt u x u xu

dx dt

  
    

 
  

1و في ىذه الحالة تكون الشروط الابتدائية : 2(0) , (0) (113.1)xu c u c  
 معطاة بنص المسألة .
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 و بالتالي مما سبق ينتج :
1 1 1(0) (0) ( ) (114.1)xu u xu L g x L Ru L Nu          

 عمى شكل متسمسمة غير منتيية : uالآن لنضع 

0

( ) ( ) (115.1)m

m

u x u x




  

 كذلك الأمر:

0 1 2

0

( , , ,....) (116.1)m

m

Nu A u u u




 

حيث :
          0 0

1
(117.1)

!

m
i

m im
i

d
A N u

m d







 

  
   

  
 

 و نوضح ىذه الحدود بالعلاقات الآتية : و ىذه الحدود تسمى بحدود أدومين .
0 0

1 1 0

2

2 2 0 1 0

3

3 3 0 1 2 0 1 0

( )

( )

1
( ) ( )

2!

1
( ) ( ) ( )

3!

.

.

A N u

A u N u

A u N u u N u

A u N u u u N u u N u





  

    

 

 ( .114.1( في المعادلة )116.1( و )115.1نعوض )
 و حيث :

1

0 (0) (0) ( )xu u xu L g x   : نجد 
1 1

0

0 0 0

(118.1)m m m

m m m

u u L R u L A
  

 

  

     

 و يكون :
1 1

1 0 0

1 1

2 1 1

1 1

3 2 2

1 1

1

.

.

n n n

u L Ru L A

u L Ru L A

u L Ru L A

u L Ru L A

 

 

 

 



  

  

  

  

 

 و بالتالي الحل بشكل عام يعطى بالصيغة الآتية :
1

0

1 1

1

( ) (0) (0) ( ) (119.1)

( ) (120.1)

x

n n n

u x u xu L g x

u x L Ru L A



 



  

  
 

 و لمزيد من التوضيح سنأخذ المثال الآتي:
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 : المعادلة التفاضمية الجزئية غير الخطية الآتيةحل  مثال:
2 2t

xx ttu uu x e    
,0)      الشروط الحدية: مع  ) 0 , (0, ) t

xu t u t e   

لحل ىذه المعادلة نطب ق المؤثر العكسي لممؤثر التفاضمي 
2

2x xL L
x





 أي : 

2 2

0 0 0 0

( , ) (0, ) (0, ) t

x ttu x t u t xu t uu dxdx x e dxdx

   

       

 والاستفادة من الشروط الحدية نجد :بالمكاممة 
4

0 0

( , )
12

x xt
t

tt

x e
u x t xe uu dxdx


     

)و الآن نفرض الحل  , )u x t :عمى شكل مجموع متسمسمة لانيائية 

0

( , ) ( , )m

m

u x t u x t




 

:ن  حيث إ
                      

4 2

0 ( , )
12

t
t x e

u x t xe


  

1

0 0

( , )

x x

m mu x t A dxdx    

mA و التي تمث ل بالشكل: ىي كثيرات حدود أدومين
    0

tt m

m

uu A




 

 ًٌ mA 9أما مركبات كثيرة الحدود ىذه 

0 0 0

1 0 1 1 0

2 0 2 1 1 2 0

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

.

.

tt

tt tt

tt tt tt

A u u

A u u u u

A u u u u u u



 

  
 

 عندئذ: 

1 0

0 0

2 2 5 3 8 4

0 0

4
2 7 3 10 4

( , )

5 1
[ ]

12 36

5 1

12 252 3240

x x

x x

t t t

t t t

u x t A dxdx

x e x e x e dxdx

x
e x e x e

  

  



  

  

 

 
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ليا  يوجدالمتسمسمة سنجد أن جميع الحدود  بإيجاد حدود أخرى أيضاً و جمع ىذه الحدود ضمن 
و بالتالي سيكون الحل لممسألة المعطاة ىو : نظير

  
( , ) tu x t xe  

 ملاحظة :
يمكن تعميم الطريقة السابقة بنفس الخطوات لحل جمل معادلات تفاضمية عادية و جزئية خطية 

 . [3]و غير خطية يمكن لمقارئ العودة لممرجع 
 [ 5و 1]: (VIM). طريقة التغاير التكرارية 16.1.1

في السنوات الأخيرة تم تكريس الاىتمام و  (Ji-Huan,He)ة طو رت ىذه الطريقة العالم
لتطوير الطريقة المدروسة و العمل بيا لإيجاد الحل المضبوط لممعادلة التفاضمية غير الخطية و 

في حل المعادلات التكاممية غير الخطية و جمل أيضاً لما ليذه الطريقة من تطبيقات واسعة 
الطريقة عمى تكرارات محددة و دالة ىذا و تعتمد ىذه غير الخطية. المعادلات التفاضمية 

يكون الحل عمى شكل نياية لحد عام مستنبط من  ( correction function )التصحيح 
لمتوضيح لتكن لدينا المعادلة التفاضمية  الطريقةسنقوم بعرض ىذه  التكرارات التي نحصل عمييا,

 غير الخطية الآتية: 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (121.1)tL u x t Ru x t Nu x t g x t   

)مع الشرط الابتدائي  ,0) ( )u x f x   حيث
tL

t





 فيو مؤثر تفاضمي خطي في حين R و 

( , )Nu x tحدَد غٍس خطٍح ( , )g x t  وفقاً لطريقة التغاير التكرارية لحل ىذه و  ,متجانسةحدود غير
 9 َفق انصٍغح انتكسازٌح اَتٍح (correction function)دانح انتصحٍح  وستطٍع تسكٍةالمعادلة 

1
0

( , ) ( , ) ( ){ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}
t

m m t m m mu x t u x t L u x Ru x Nu x g x d            
يشير ف mالدليل  أمامثالي بنظرية التغاير,ف بشكل مضروب لاغرانج و التي تعر   ىي  حيث

0mu:  تعتبر كتغاير محدد بمعنى m,muإلى التقريب من المرتبة  .    
1muإنّ انتقسٌة    0حٍثm   نهدانح( , )u x t  ٌمكه انحصُل عهًٍ مه خلال إٌجاد

 َ تانىتٍجح سٍكُن انحم0u  9لاغساوج َ الاعتماد عهى اندانح الاختٍازٌح مضسَب 

( , ) lim ( , ) (123.1)m
m

u x t u x t


 

 لدينا المعادلة التفاضمية غير الخطية الآتية :لتكن  مثال:
32 0t xxu u u   

مع الشرط الابتدائي :
        2

2 1
( ,0)

10

x
u x

x x




 
 

 نحم ٌري انمسأنح وستطٍع تحدٌد دانح انتصحٍح نهمعادنح انمعطاج كاَتً VIM 9اعتماداً عمى طريقة 
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     
3

1
0

( , ) ( , ) ( ){ ( , ) ( , ) 2 ( , ) }
t

m m m m mxx
u x t u x t u x u x u x d


         

)مضروب لاغرانج و ذلك باعتبار  نستطيع إيجاد  )m xxu 3و( )mu  كتغاير اختياري بمعنى
   

3
0m mxx

u u   1و بعد ذلك نكامل النتيجة بالتجزئة فنحصل عمى   . 
 و ستعطى عندئذ دالة التصحيح بالعلاقات التكرارية الآتية :
     

3

1
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )
t

m m m m mxx
u x t u x t u x u x u x d


        

 سنحصل عمى الحدود :و بالنتيجة باستخدام النتيجة أعلاه مع الشرط الابتدائي 

 

 

 

 

 

 

0 2

1 22 2

2

3 2 32 2 2

2 2
0

2 1
( , )

10

6 2 12 1
( , )

10 10

6 2 1 36 2 12 1
( , )

10 10 10

2 1 6
( , ) ( 1)

10 10

km
k

m

k

x
u x t

x x

x tx
u x t

x x x x

x t x tx
u x t

x x x x x x

x t
u x t

x x x x




 


 

   

 
  

     

  
     

    


 

 و بذلك سيكون الحل :

2 2

2

( , ) lim ( , )

2 1 1 2 1
.

610 6 10
1

10

m
m

u x t u x t

x x

tx x x x t

x x




 
 

    


 

 

 أهم النقاط التي وردت في الفصل الأول:
 مفاىيم و تعاريف و مبرىنات أساسية تم الاستفادة منيا في ىذا العمل.  دراسة .1
و الزاكي و ميمين البسيطة و تحويلاتيا المضاعفة  دراسة موجزة عن تحويلات لابلاس .1

كتحويل لابلاس المضاعف و الزاكي المضاعف كذلك ميمين المضاعف , حيث أن تمك 
التحويلات البسيطة كانت أساساً في استنباط تحويلات مضاعفة  مختمطة جديدة  في 

 .أطروحة الدكتوراه 
 .يفمر اعتمدنا عمييا في نتائجنا ل-دوال أساسية كدالة غاما و زيتا و ميتاغدراسة  .3
تطرقنا إلى طرق تقريبية لحل المعادلات التفاضمية غير الخطية لنقوم بدمجيا مع  .1

ىذا  التحويلات التكاممية المضاعفة الجديدة لمحصول عمى تقنيات فعالة عند التعامل مع
  .النوع من المعادلات و جمميا
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 الفصل الثاني
 و خواصه مع تطبيقاته الزاكي -بلاس تحويل لا

يف ييف تكامميعف جداء نواتي تحويمنواتو عبارة  اً جديد اً مضاعف اً تكاممي تحويلً  ؿفي ىذا الفصندرس 
كي التكاممي حيث عرفنا ىذا الزا-لابلس و الزاكي و ىو تحويؿ لابلس بسيطيف مختمفيف ىما تحويل

 التلؼ مع إثباتيا كذلؾ سمطنا الضوء عمى خواصوالتحويؿ مف خلؿ تكامؿ ثنائي و أيضاّ درسنا 
لحؿ معادلات في تطبيقات ىذا التحويؿ  سبؽ لمبرىنات معززة بالإثبات للستفادة مما المضاعؼ إضافة

تب صحيحة و كسرية و جمميا كذلؾ معادلات تكاممية خطية مف مراخطية و غير  جزئية تفاضمية
بنواة مستمرة أو شاذة .و عندما واجينا عقبات لحؿ المعادلات غير الخطية خطية خطية و غير 

ؽ ائعمى طر  ىذا التحويؿ المضاعؼ مع طرائؽ تقريبية لنحصؿدمج ل باستخداـ التحويؿ المحدث لجأنا
 .مثمةضحنا كؿ ذلؾ بتطبيقات و أو و  المعادلات التفاضمية غير الخطية و جممياالة لحؿ سيمة و فعّ 

 : (LET) الزاكي-تعريف تحويل لابلاس1.2.
)لتكف لدينا الدالة  , )f x t دالة بمتغيريفx وt  معرفة في الربع الأوؿ مف المستوي

 x t مف الشكؿ: ي ليا يعطى بتكامؿ ثنائيالزاك-عندئذ تحويؿ لابلس 

 
    

    
0 0

  , ,  

,   , (1.2)

x t

t
sx

p

f s p L E f x t

LE f x t p e f x t dxdt


 



  

 

 الزاكي-لابلسحسمى وواة ححوٌل   

t
sx

pe
 

  حٍث إن  
الزاكي:-شروط وجود تحويل لابلاس .2.2  

)إذا كانت الدالة  , )f x t  دالة معرفة و مستمرة قطعياً عمى   0, 0,    و ذات مرتبة

0a ثوابج ٌوجد أي ةأسي   1و
0b

c
  0 وk   : حخحقق المخراجحت 

(2.2) |      |          

 : و ىذا يكافىء أفّ 
           عندما                                  

)الزاكي لمدالة -يكوف تحويؿ لابلسسبؽ   فإذا تحقؽ ما  , )f x t مف أجؿ كؿ  اً موجودs وp 

)             .      تحققاف :
 

 
)  
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 الزاكي:-خواص تحويل لابلاس .3.2
)لتكف  , )f x t كف إثبات مي عندئذالزاكي ليا -دالة تحقؽ شروط الوجود لتحويؿ لابلس

 :والمشابية لخواص تحويؿ لا بلس البسيط  الخواص الآتية
 الخطية حيث:الزاكي بخاصة -يتمتع تحويؿ لابلس   خاصة الخطية: 1.3.2.

(4.2)   (               )     (      )     (      )   
 :الإثباث

  (               )   ∫ ∫  
     

 

 

 

 

 

 

                     

   ∫ ∫  
     

 
 

 

 

 
             ∫ ∫  

     
 

 

 

 

 
            

   ∫ ∫  
     

 

 

 

 

 

             ∫ ∫  
     

 

 

 

 

 

           

    (      )     (      )   

 ((Shiftingخاصة الإزاحة ) الانسحاب(: 2.3.2.

(5.2)   (              )          (    
 

    
) 

(              )        : الإثبات   ∫ ∫  
     

 
 

 

 

 
                   

                                       ∫ ∫  
   

 
     

 
                  

 

 
 

  وفرض  
 

    
 عىدئر: 

  (              )         ∫ ∫  
  

 

 

 

                  

 

 

  

                         (    
 

    
)       

 (Derivative) خاصة الاشتقاق: 3.3.2.
)لتكف  , )f x t  ًبالنسبة لممتغيريف دالة مستمرة و قابمة للشتقاؽ جزئياx وt ليكف , 

 عندئذ: (      )        ̿  
 

    
,

)   , 0, (6.2)
f x t

a LE s f s p E f t
x

 
  

 
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)                          :الإثبات 
       

  
)   ∫ ∫  

     
  

 

 

 

 

       

  
     

                             ∫  
  

 

 

 

  ∫     

 

 

       

  
   

           بالمكاممة بالتجزئة حيث 
       

  
 نجد:   

  (
       

  
)   ∫  

  
 

 

 

  [          |
 

   
  ∫     

 

 

        ]   

   (      )     ̿      

 
    

, 1
)   , ,0 (7.2)

f x t
b LE f s p pL f x

t p

 
  

 
 

 :الإثباث

  (
       

  
)   ∫ ∫  

     
  

 

 

 

 

       

  
     

                               ∫     

 

 

  ∫  
 

 
 

 

 

       

  
   

   بفرض 
 

 

      
       

  
 عندئذ:   

  (
       

  
)   ∫     

 

 

  [ 
 

 
       |

 

   
 

 

 
∫  

 
 
 

 

 

        ] 

                           (      )  
 

 
  ̿       

 
       

2 ,
)   , ,0 0, (8.2)t

f x t s
c LE f s p spL f x E f t

x t p

 
   

  
 

)                                  :الإثباث
        

    
)   ∫ ∫  

     
  

 

 

 

 

        

    
     

                                                ∫  
  

   ∫      

 

 

 

 

        

    
   

           بفرض  
        

    
               عندئذ    

       

  
  

 :و منو
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  (
        

    
)   ∫  

  
   {[    

       

  
]
 

 

  ∫      
       

  
  

 

 

}

 

 

 

    (
       

  
)   (       )                                                   

 نجد :  (7.2)بالاستفادة مف العلقة 

  (
        

    
)   [

 

 
  (      )            ]   (       ) 

         
 

 
  ̿         (      )   (       ) 

 
       

2

2

2

,
)   , 0, 0, (9.2)x

f x t
d LE s f s p sE f t E f t

x

 
   

 
 

 : الإثباث

2 2

2 20 0

2

20 0

( , ) ( , )

( , )

t
sx

p

t

sxp

f x t f x t
LE p e dxdt

x x

f x t
p e dt e dx

x

  

 


  
 

  






 

 

 

           بالمكاملت بالخجسئت حٍث  
        

   
   : 

 

2

2 0 0
0

( , ) ( , ) ( , )

( , )
(0, )

t

sx sxp

x

f x t f x t f x t
LE p e dt e s e dx

x x x

f x t
E f t sLE

x


 

 
     

            

 
     

 

 وجد: (6.2)بالخعوٌض بالعلاقت 

  (
        

   
)      ̿        (      )   (       ) 

 
       

2

2 2

, 1
)   , ,0 ,0 (10.2)t

f x t
e LE f s p L f x pL f x

t p

 
   

 
 

 الاثباث

2 2

2 20 0

2

20 0

( , ) ( , )

( , )

t
sx

p

t

sx p

f x t f x t
LE p e dxdt

t t

f x t
p e dx e dt

t

  

 


  
 

  






 

 
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   بالمكاملت بالخجسئت حٍث  
  

      
        

   
   : 

 

2

2 0 0

0

( , ) ( , ) 1 ( , )

1 ( , )
( ,0)

t t

sx p p

t

f x t f x t f x t
LE p e dx e e dt

t t p t

f x t
pE f x LE

p t


  



     
    

        

 
     

 

 وجد: (7.2)بالخعوٌض بالعلاقت 

  (
        

   
)  

 

  
  ̿       (      )    (       ) 

 خاصة الرابعة ) مشتق الصورة ( :ال 4. 3. 2
)إذا كانت  , )f x t  عندئذ نسمي فىي دالة الأصؿ ( , )LE f x t  بصورة( , )f x t  وفؽ

 الزاكي:-المؤثر الذي ىو تحويؿ لابلس

1)    2( , ) ( ( , )) ( , ) (11.2)LE tf x t p LE f x t pLE f x t
p


 


 

 الإثباث: 

0 0

0 0 0 0

2

( ) ( , )

1
( , ) ( , )

1 1
( ( , )) ( ( , ))

t
sx

p

t t
sx sx

p p

LE f p f x t e dxdt
p p

f x t e dxdt tf x t e dxdt
p

LE f x t LE tf x t
p p

  

      

  
  

    

 

 

 

    

            مما سبق وجد :   2( , ) ( ( , )) ( , )LE tf x t p LE f x t pLE f x t
p


 


 

(12.2)  
2

2 4

2
( , ) ( ( , ))LE t f x t p LE f x t

p





 2) 

 :الإثباث

2 2

2 2 0 0

0 0 0 0

( ( , )) ( , )

1
( , ) ( , )

t
sx

p

t t
sx sx

p p

LE f x t p f x t e dxdt
p p

f x t e dxdt tf x t e dxdt
p p

  

      

  
  

    

 
  
   

 

   
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2

3 0 0

2

4

1
( , )

1
( ( , ))

t
sx

pt f x t e dxdt
p

LE t f x t
p

  





 
 

 مما سبق وجد :

 
2

2 4

2
( , ) ( ( , ))LE t f x t p LE f x t

p





 

 
3 2

3 6 5

3 2
133) ( , ) ( ( , )) 3 ( ( , .( 2) ))LE t f x t p LE f x t p LE f x t

p p

 
 

 

 

 الاثباث

3 3

3 3 0 0

2

3 0 0

2 3

4 50 0

2 3

5 6

( ( , )) ( , )

1
( , )

3
( , )

3 1
( ( , )) ( ( , ))

t
sx

p

t
sx

p

t
sx

p

LE f x t p f x t e dxdt
p p

t f x t e dxdt
p p

t t
f x t e dxdt

p p

LE t f x t LE t f x t
p p

  

  

  

  
  

    

 
  
   

 
  

 


 

 

 

 

 

 :وجد  (11.2)بالاسخفادة مه العلاقت 

 
2

3 4 3

5 2 6

3 1
( , ) ( ( , )) ( ( , ))LE t f x t p LE f x t LE t f x t

p p p

  
  

 
 

 و بالمثل سىجد :

(14.2) 
 

4 3
4 8 7

4 3

2
6

2

( , ) ( ( , )) 8 ( ( , ))

12 ( ( , ))

LE t f x t p LE f x t p LE f x t
p p

p LE f x t
p

 
  

 






 
4) 
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n ≥ 2:  وبشكل عام ٌكون لدٌىا مه أجل 

 
1

2 2 1

1

2 2
2 2 2

2 2

!
( , ) ( ( , )) ( ( , ))

1

! !
( ( , )) ..... ( ( , )) (15.2)

2 2

n n
n n n

n n

n
n n

n

n
LE t f x t p LE f x t p LE f x t

p n p

n n
p LE f x t p LE f x t

n p p







 



 
  

  

 
  

  

  5) ( , ) ( ( , )) (16.2)LE xf x t LE f x t
s


 


 

 الاثباث

0 0

0 0

( ) ( , )

( , )

( ( , ))

t
sx

p

t
sx

p

LE f p f x t e dxdt
s s

p x f x t e dxdt

LE x f x t

  

  

  
  

    

 

 

 

  

و منو :
                    

 ( , ) ( ( , ))LE xf x t LE f x t
s


 


 

(17.2)  
2

2

2
( , ) ( ( , ))LE x f x t LE f x t

s





 6) 

 :الإثباث

2 2

2 2 0 0

2 2

0 0

( ) ( , )

( , ) ( ( , ))

t
sx

p

t
sx

p

LE f p f x t e dxdt
s s

p x f x t e dxdt LE x f x t

  

  

  
  

    

 

 

 

 

و بالخالً ٌىخج:
               

 
2

2

2
( , ) ( ( , ))LE x f x t LE f x t

s





 

n.......,1,2 وىكذا يكوف مف أجؿ   

   ( , ) 1 ( ( , )) (18.2)
n

nn

n
LE x f x t LE f x t

s


 


 

حؿ معادلات تفاضمية جزئية ذات أمثاؿ متغيرة باستخداـ  ىذه الخواص تفيدنا فيملاحظة: 
 الزاكي.-تحويؿ لابلس
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 خاصة التحاكي: 5. 3. 2

 
1

( , ) ( , ); , (19.2)
s

LE f x t LE f x t p  
 

 
  

 
 

الإثبات:
               0 0

( ( , )) ( , )

t
sx

pLE f x t p f x t e dxdt   
  

   

x,بفرض :  y t z   :عندئذ 

0 0
( ( , )) ( , )

1
( , ); ,

s z
y

p dy dz
LE f x t p f y z e

s
LE f x t p

  
 


 

  



 
  

 

 
 

 خاصة التأخير: 6. 3. 2

   
0

0

0 0( , ) ( , ) (20.2)

t
sx

pLE f x x t t e LE f x t
 

   
 الإثبات:

 0 0 0 0
0 0

0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )

( , ) ( ) ( )

t
sx

p

t
sx

p

LE f x x t t p f x x t t e dxdt

p f x x t t e d x x d t t

  

  

    

    

 

 
 بالتالي: 

0 0

0 0

0

0

x x x x

t t t t

   

   
 

 عندئذ يكوف :

 
0 0

0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( ) ( )

t
sx

p

x t
LE f x x t t p f x x t t e d x x d t t

  

       
0بفرض :  0,x x u t t v    : نجد 

 

 

0
0

0
0

( )
( )

0 0
0 0

( , ) ( , )

( , )

v t
s u x

p

t
sx

p

LE f x x t t p f u v e dudv

e LE f x t


   

 

  



  
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 خاصة المكاممة: 7. 3. 2

   
0 0

( , ) ( , ) (21.2)
x t p

LE f x t dxdt LE f x t
s

  

 الإثبات: 

 
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , )

( , )

t
sxx t x t

p

t
x t

sx p

LE f d d p f d d e dxdt

p e dx d e f d dt

       

   

  

 


 
  

         

     

   

 

 نفرض :

0
( , ) ( , )

t

t t

p p

u f d du f t dt

dv e dt v pe

   

 

  

   

 

 و بالتالي:

 

 

0 0 0 0 0 0

0

0

0 0 0

2

0 0 0

( , ) ( , ) ( , )

( , )

( , )

t t
x t x t

sx p p

t

t
x

sx p

t
x

sxp

LE f d d p e dx d pe f d p f t e dt

p e dx d p f t e dt

p e dt e f t d dx

        

 

 


  







 


 


  
  
 

    
  
    

   
   

    

 
  

     

  

  

 بفرض:

0
( , ) ( , )

1

x

sx sx

u f t d du f x t dx

dv e dx v e
s

 

 

  

   


 

 منو يكوف :و 

 

 

2

0 0 0 0 0
0

0

2

0 0

1 1
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

t
x t x

sx sxp

x

t
sx

p

LE f d d p e dt e f t d e f x t dx
s s

p p
e f x t dxdt LE f x t

s s

     


 

 





   

 
 

   
 
 

 

    

 
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 مبرهنة القيمة الابتدائية:.  4. 2
)يمكف إيجاد القيمة الابتدائية لدالة  , )f x t  0في المحظةt  :و ذلؾ وفؽ العلقة الآتية 

 1

2

1
( ,0) lim ( , ) (22.2)

p o
f x L LE f x t

p





 
  

 
 

 لدينا: (7.2)مف العلقة     :الإثبات

   

0 0

( , )
( , )

1
( , ) ( ,0)

t
sx

pf x t
LE p e f x t dxdt

t

LE f x t pL f x
p

 
  

 
 

 

 
 

             و بالتالي:   2

0 0

1
( ,0) ( , ) ( , )

t
sx

pL f x LE f x t e f x t dxdt
p

 
 

    

0pبأخذ نياية الطرفيف عندما   :
             

   20

1
( ,0) lim ( , )

p
L f x LE f x t

p
 

 بأخذ تحويؿ لابلس العكسي لطرفي العلقة الأخيرة يتـ إثبات المبرىنة.
 الزاكي لبعض الدوال الأساسية:-تحويل لابلاس. 5.  2

 1) , ;  0 & 0a bf x t x t x t   

 
 

 2

1

1
1 (23.2)a b b

a

a
LE x t p b

s





 
                    

 ىي أعداد حقيقية.      و     حيث 

∫                                        الإثبات: ∫  
     

 
 

 

 

 
         

                     ∫     

 

 

    ∫  
  

 

 

 

     

,وفرض : 
du t

sx u dx v dt pdv
s p

       : و مىه 

           ∫    

 

 

(
 

 
)
   

 
∫    
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                                       كحالة خاصة :
  

 
                                              

 عندئذ يكوف:فطبيعية  اً أعداد    و أما في حاؿ كانت 

                   
    

    
                                            

( , ) لتكف    و منو :          
  

  

2

2) (26.2)
1

ax bt p
LE e

s a bp




 
 

 

  (        )   ∫ ∫  
     

 

 

 

 

 

             

                             ∫         

 

 

  ∫   
   

 
    

 

 

   

بفرض  
1

,s a x u b t v
p

 
    

 
 عندئذ:  

  (        )   ∫    
  

   
∫    

 

 

 

 

  

 
 

  
 

     
  

           
 

 و بشكؿ مشابو :

  (         )  
  

             
                         

(3) 
 نحف نعمـ أف :

           
                    

  
                     

           
                    

 
                     
 :جدن (29.2),(28.2)   , (27.2), (26.2) المعادلاتالزاكي و -مف خاصة الخطية لتحويؿ لابلس
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                  *
                    

  
+ 

                                     

  
[  (         )    (          )] 

                                       
        

               
              

                  *
                    

  
+ 

                              

 
[  (         )    (          )] 

                                              

               
              

 و بشكؿ مشابو أيضاً :

             
                  

 
                    

            
                  

 
                    

 و منو :

                
        

               
           

                
        

               
          

(4) 

  (    √   )   ∫ ∫  
     

 

 

 

 

 

    √        

                               ∫  
  

 

 

 

  ∫     

 

 

    √      

                             
 

 
∫  

  
      

  

 

 

   
 

 
 (     

  ) 

  
  

    
  

  
  

 
   

      
                                       

 ىي دواؿ بيسؿ مف المرتبة صفر و ليا الصيغة:      حيث
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        ∑
     

        
(
 

 
)
  

                                

 

   

 

   0 0 0 0

0 0

5) , ,

t
sx

pLE H x x t t p e H x x t t dxdt


 

        

0 0

t

sx p

x t

e dx pe dt

 


   

0 0

2    (38.2)

y sx
p e

p e
s



 

 التي تعرؼ بالعلقة:(  Heaviside) ىيفيسايدىي دالة               حيث

             {
                           
                            

                         

 تعرّؼ ىذه الدالة بأنيا :   ديراك(: -دالة النبضة الواحدية ) دالة دلتا  (6) 
,

0
0

( , ) lim ( , ) (40.2)k m
k
m

x a t b f x t



   

 ف :حيث إ

,

1
; &

( , ) (41.2)

0 ; ك عدا ذل
k m

a x a k b t b m
f x t km


     

 



 

 و منو تكوف :
; &

( , ) (42.2)
0 ; ك عدا ذل

x a t b
x a t b

  
   


 

                 عندئذ: 
( )

( , ) (43.2)

b
sa

pLE x a t b pe
 

   
 الإثبات :

 , ,

0 0

,

( , ) ( , )

( , )

1

t
sx

p

k m k m

ta k b m
sx

p

k m

a b

b m
ta k

sx p

a
b

LE f x t p f x t e dxdt

p f x t e dxdt

p
e pe

km s

 
 

 
 











  
    

    

 

  
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( )1 1

1

b m b

s a k sa p p

m
b sx p

sa p

p
e e pe pe

km s s

e p pe
pe e

mks

p


 

  






  
      

    

 
   

   
   

  

 

 ( :40.2بالاعتماد عمى العلقة) 

 
( )

( , )

b
sa

pLE x a t b pe
 

   
0aإذا كانت   خاصة :حالة  b  عندئذ : ف 

 ( , )LE x t p  
)إذا كانت   مبرهنة: 6. 2 , )f x t  تحقؽ أي دالة دورية  : 

( , ) ( , )f x t f x a t b   
 الزاكي ليا عندئذ :-أيضاً ىذه الدالة تحقؽ شروط وجود تحويؿ لابلسو 

 

1

0 0

( , ) 1 ( , ) (44.2)

b ta bsa sx
p pLE f x t p e f x t e dxdt


    

  
  

  

 الاثبات :

 
0 0

0 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

t
sx

p

t ta b
sx sx

p p

a b

LE f x t p f x t e dxdt

p f x t e dxdt p f x t e dxdt

 
 

 
   



 

 

   

 

u,لنفرض  x a v t b    : عندئذ 

 
0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , )

t b va b
sx sa su

p p pLE f x t p f x t e dxdt pe f u a v b e dudv

 
     

      

)بما أف  , )f x t : دالة دورية 
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 
0 0 0 0

0 0

1

0 0

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ( , ))

1 ( , )

t b va b
sx sa su

p p p

t ba b
sx sa

p p

b ta b
sa sx

p p

LE f x t p f x t e dxdt pe f u v e dudv

p f x t e dxdt pe LE f x t

p e f x t e dxdt

 
     

   


   

 

 

 
  

  

   

 

 

 

) كفلت:  .مبرهنة7.  2 , ) ( ) ( )f x t g x h t  عندئذاي دالة مفصولة المتغيرات : 
     ( , ) ( ) ( ) (45.2)LE f x t L g x E h t 

 الاثبات:

 

   

0 0

0 0

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

t
sx

p

t

sx p

LE f x t p e g x h t dx dt

e g x dx pe h t dt

L g x E h t

  

 








 

  

 الزاكي:-العكسي لتحويل لابلاس التحويل. 8. 2

 كاف  إذا ( , ) ( , )LE f x t f s p يكوف  [26] صيغة بروميتش العكسيةعندئذ و حسب ف
 : الآتي التكامؿ العقديب معطىالزاكي العكسي -تحويؿ لابلس

 1

2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) (46.2)

(2 )

i i
sx pt

i i
f x t LE f s p pe f s ds dp

i p

 

 

   
 

   
   

 حالة خاصة :. 1. 8. 2

إذا كاف  ( , ) ( , ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )LE f x t f s p L g x E h t L s E p   
 الزاكي كالآتي:-يجاد التحويؿ العكسي لتحويؿ لابلسلإعندئذ يمكف استخداـ مبرىنة الرواسب عند 

 
 1

2

1 1

1 1
( , ) ( , ) ( ) ( )

(2 )

1
Re ( ) . Re (47.2)

i j

i i
sx pt

i i

n m
sx pt

s s p p
i j

f x t LE f s p pe L s E ds dp
i p

s e L s s pe E
p

 

 

   
 

   

 
 

 

  
     

  

 

 

 

1حيث :  2, ,....., ns s s  1و 2, ,....., mp p p : ىي أقطاب لمدالة 
1 1

( , ) ( )pf s pL s E
p p

 
  

 
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 بخاصة الخطية أيضاً أي :الزاكي العكسي -يتمتع تحويؿ لابلسملاحظة : 
1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (48.2)LE f s p g s p LE f s p LE g s p            
     

)حيث :  ( , )) ( , ) , ( ( , )) ( , )LE f x t f s p LE g x t g s p  

 دالتين : ) طي( تعريف تلاف.  9. 2
)لتكف  , )f x t  و( , )g x t  دالتيف معرفتيف و مستمرتيف عمى   0, 0,    عندئذ يرمز

 و يعرؼ بالعلقة الآتية :             لتلؼ ىاتيف الدالتيف بالرمز 

            ∫∫          

 

 

 

 

                              

 بسيولة يمكف ملحظة أف التلؼ تبديمي أي : 
                                                                                 

 و مف تعريؼ التلؼ يمكف التحقؽ بسيولة أف الخواص الآتية لمتلؼ محققة :
    الخجمٍعٍت                                                      

   الخوزٌعٍت                                                        

 .   المطابقت                                                            

 .  و    ىي دالة ديراؾ بالمتغيريف        حيث 
 عندئذ:ف (      )        ̿  إذا كانت   مبرهنة : 11.  2

                          
     

   ̿                             
 ىي دالة ىيفيسايد ) الدرجية ( .       حيث 

 الزاكي :-لدينا مف تعريؼ تحويؿ لابلس الإثبات :
                         

  ∫ ∫  
     

                      

 

 

 

 

     

  ∫ ∫  
     

  

 

 

 

 

               

 عندئذ :ف             نفرض 

   
     

 ∫ ∫  
     

  
 

 

 

 
         z 

                                       
     

   ̿      
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 :>( مبرهنة التلاف ) الطي <  مبرهنة 11.  2

 عندئذ :ف (      )         ̿ و  (      )        ̿  إذا كانت 

                
 

 
  (      )  (      )  

 

 
  ̿      ̿                     

*                   و يكوف أيضاً :
 

 
   ̿       ̿      +                                 

 (49.2). المعرف بالعلاقت        و         ىو تلؼ الدالتيف             حيث 

 الزاكي :-تحويؿ لابلسلدينا مف تعريؼ    الإثبات :

                  ∫ ∫  
     

 

 

 

 

 

                

                                 ∫ ∫  
     

 

 

 

 

 

[∫∫          

 

 

 

 

          ]       

 ىيفيسايد نجد :و باستخداـ دالة 

  ∫ ∫  
     

 

 

 

 

 

[∫ ∫                     

 

 

 

 

          ]      

  ∫ ∫           

 

 

 

 

[∫ ∫  
     

                         

 

 

 

 

] 

 : نجد (10.2)عمى المبرىنة و بالاعتماد 

 ∫ ∫        
     

   ̿         

 

 

 

 

 

 
 

 
    ̿       ∫ ∫  

     
           

 

 

 

 

 
 

 
   ̿      ̿       

ليكفمبرهنة: .  12. 2 ,f f x t  و ,g g x t وتلفيما البسيط معطى بالعلقة 

      
0

, ,    , (57.2)

x

f g x t f x t g t d     

        عندئذ :      * . (58.2)LE f g LE g L f 
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 الاثبات:

     

     

0 0 0

0 0 0

* , ,      

, , ,    

t
sx

p

t
sx

p

x

LE f g p f x t g t d e dx dt

p f x t H x t g t d e dx dt

  

   


 

 
 

 
  

 

 
   

 

 

 

حيث ,  H x t   ىيفيسايد )الدرجية(دالة : 

       

   

0 0 0

0 0

* ,      , ,    

,      ,

t

sxp

t

sxp

LE f g p g t e d f x t H x t e dx dt

p g t e d f x t e dx dt


   

  

 




 




  

 

 

 

xنفرض  u   بالتاليdx du :ومنو 

       
0 0 0

,       ,      . 

t

s supp g t e e d f u t e du dt LE g L f 
 


     

إذا كانت      مبرهنة: 13. 2 ,f f x t   و ,g g x t : و تلفيما 

      
0

* , ,    , (59.2)

t

f g x t f x t g x d    

              عندئذ:     
1

*   (60.2)LE f g LE g E f
p

 

 الإثبات:

     

     

   

0 0 0

0 0 0

 

0 0

* , ,    

, , ,    

,   ,  

t
sx

p

t
sx

p

t

sx p

t

LE f g p f x t g x d e dx dt

p f x t H x t g x d e dx dt

p g x e dx f x t e dt d


  

   

  

  

 
 

 




 
  

 

 
   

 

 
  

  

 

 

 
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tنفرض v      بالتاليdt dv :ومنو 

   

   

 

0 0 0

,     ,

1
    .

v
sx

p pp g x e dx d f x v e dv

LE g E f
p



 
 

   
  

  



  

 الزاكي:-تطبيقات تحويل لابلاس. 14. 2
 حل معادلات تفاضمية جزئية خطية بأمثال ثابتة:. 1.  14. 2

 لتكف لدينا المعادلة التفاضمية الجزئية الخطية غير المتجانسة مف المرتبة الثانية بأمثاؿ ثابتة الآتية:
                                              

 ثوابت مع الشروط الابتدائية و الحدية الآتية :          حيث 
                                                                 

                                                                  

مع تطبيؽ  (61.2)الزاكي لطرفي المعادلة -لإيجاد حؿ ىذه المسألة نأخذ تحويؿ لابلس
 خاصة الخطية :

                                           (      ) 
                  ̿  و                   ̿ بفرض 

 بتطبيؽ خاصة المشتقات نجد :
 [   ̿        (      )   (       )]

  [
 

  
 ̿        (      )    (       )]

  [  ̿        (      )]   [
 

 
 ̿         (      )]

   ̿      
 نجد : (63.2( و تحويؿ الزاكي لممعادلات )62.2بأخذ تحويؿ لابلس لمعلقات )

(    
 

  
    

 

 
  )  ̿           ̅       ̅        ̅     

      ̅       ̅        ̅      ̿      

  (      )     ̅   (       )     ̅   (      )     ̅  حٍث                
  ̅              . 

الزاكي العكسي عمى طرفي الحؿ -و بحؿ المعادلة الجبرية الناتجة ثـ تطبيؽ تحويؿ لابلس
 حؿ المعادلة التفاضمية المعطاة .       نحصؿ عمى 
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 عادلة شرودينغر التفاضمية :مبالتي ترتبط  Klein-Gordon: حؿ معادلة  (1)مثال 
0 (64.2)tt xxu u u   

)   ئية:مع الشروط الابتدا ,0) 1 sin , ( ,0) 0 (65.2)tu x x u x   
,0)       و الشروط الحدية: ) , (0, ) 1 (66.2)xu t cht u t  

 الاشتقاؽ :الزاكي عمى طرفييا مع خاصتي الخطية و -لحميا نطبؽ تحويؿ لابلس
( ) ( ) ( ) 0tt xxLE u LE u LE u   

2

2

1
( ) ( ( ,0)) ( ( ,0)) ( ) ( (0, )) ( (0, )) ( ) 0t xLE u L u x pL u x s LE u sE u t E u t LE u

p
       

 نأخذ تحويؿ لابلس لمشروط الابتدائية و تحويؿ الزاكي لمشروط الحدية و نعوض :
2

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

1 1 1
( 1) ( )

1 1

1 1 1
( )

1 (1 )

( )
1 (1 )

p
s LE u s p

p s s p

s p p p s p p s p
LE u

p s s p

p p
LE u

s s p

     
 

      
  

  

 
 

 

)      الزاكي العكسي لمطرفيف نجد :-بتطبيؽ تحويؿ لابلس , ) sinu x t x cht  
 حؿ لممعادلة التفاضمية الجزئية  لإيجاد (2): مثال

   9 3                               67.2xx tt tu u u u sin x    
 : مع الشروط

       ,0  0     ,       ,0   3                      68.2tu x u x sin x  

     0,  0     ,       0,  3                              69.2xu t u t t  

 الزاكي عمى طرفي المعادلة المعطاة مع تطبيؽ خاصة الخطية يعطي:-إف تطبيؽ تحويؿ لابلس
       ( ) 9 3xx tt tLE u LE u LE u LE u LE sin x    

كذلؾ تحويؿ الزاكي  (68.2)بالاستفادة مف خاصة المشتقات بعد أخذ تحويؿ لابلس لممعادلات 
 نجد: (69.2)لمعلقات 
2

2 3

2 2 2

1 3 1 3
  3 ( ) ( ) 9 ( )

9
(

9
)

p p
s p LLE E u LE u LE u

p
u

p s s
     

 
 

بحؿ المعادلة الجبرية الناتجة نجد :
             

3

2

3
( )

9

p
LE u

s



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 المعطاة و ىو : الزاكي العكسي يعطي الحؿ لممعادلة-بأخذ تحويؿ لابلس
 , 3u x t tsin x 

 لتكف لدينا المعادلة التفاضمية : : (3)مثال 
   2 3 0                        70.2xx tt xu u u   

 مع الشروط الابتدائية و الحدية :
     3,0  0     ,       ,0              71.2x

tu x u x e   
     0,        ,       0,  3              72.2xu t t u t t   

 خاصة الخطية نجد :الزاكي عمى طرفي المعادلة المعطاة مع -بتطبيؽ تحويؿ لابلس
     2 3 0xx tt xLE u LE u LE u   

 ف خاصة المشتقات نحصؿ عمى :مبالاستفادة 
2 3 3 3

2

2 2
  3 ( ) 3 ( )( ) 3 0

3

p
LE us sp p LE u sLE u p

p s
      


 

و منو :
                               

3

( )
3

p
LE u

s



 

       بأخذ التحويؿ العكسي لمتحويؿ المطبؽ نحصؿ عمى الحؿ :
3( , ) xu x t te  

 حل جمل معادلات تفاضمية جزئية خطية بأمثال ثابتة:.  2.  14.  2
مف طارؽ وصالح الزاكي بحؿ جمؿ معادلات تفاضمية جزئية خطية مع شروط ابتدائية  ـ كؿقا

باستخداـ تحويؿ الزاكي البسيط وعند تطبيؽ ىذا التحويؿ عمى معادلات الجممة حصل عمى 
ة الجزئية بدواؿ مجيولة عبارة عف تحويؿ الزاكي لحموؿ جممة أخرى مف المعادلات التفاضمي

الجممة وكخطوة لمحؿ كاف لابد مف حؿ الجممة الناتجة وىذا الأمر غير سيؿ في الحالة العامة . 
حدية باستخداـ  و مف أجؿ ذلؾ تطرقنا في ىذه الأطروحة لحؿ ىذه الجممة مع شروط ابتدائية

يحوؿ جممة المعادلات المعطاة عند تطبيقو إلى الزاكي المضاعؼ والذي س -تحويؿ لابلس
 جممة مف المعادلات الجبرية سيمة الحؿ.

 المعادلات التفاضمية الجزئية الخطية الآتية: ةلتكف لدينا جمم
     1 2 1x, t , , (73.2)t xu v x t f x t   
     1 2 2, , x, t (74.2)x tu x t v x t f   



-32- 

 

 مع الشروط الابتدائية  الحدية:
       1 2,0        ,    ,0     (75.2)u x h x v x h x  
       3 40,        ,    0,   (76.2)u t h t v t h t  

 الزاكي لطرفي المعادلتيف نجد:–ثوابت بأخذ تحويؿ لابلس              و       حيث 
      1 2 1 ,t xLE u LE v LE f x t   

      1 2 2 ,x tLE u LE v LE f x t   

 نطبؽ خاصة الاشتقاؽ فيكوف:

            1
1 2  2 1        ,0   0, ,LE u p L u x LE v E v t LE f x ts

p


       

            2
1  1 2 2  0,     ,0 ,LE u E u t LE v p L v x LE f x t

p
s


       

ض في يعو الت( ثـ  76.2( وتحويؿ الزاكي لممعادلات ) 75.2لابلس لممعادلات )بأخذ تحويؿ 
 المعادلات السابقة نجد:

          1
1 1 2 2 4 1   sLE u p L h LE v E h t LE f

p


      

          2
1 1 3 2 2 2  ( )    LE u E h t LE v p L h x LE f

p
s


      

بحؿ جممة المعادلات الجبرية السابقة بالنسبة لػػ    , LE v LE u  ثـ أخذ تحويؿ   

 العكسي لمعلقات السابقة سنحصؿ عمى حؿ الجممة المعطاة.الزاكي -لابلس
 : لتكن لدينا جممة المعادلات:(4)مثال

(77.2)t x t

t xu v xe e    

(78.2)t x t

x tu v e e    
 مع  الشروط:

   ,0    ,  (79.2   ,0 )xu x x v x e  

   0, 0      ,    0, (80.2)tu t v t e  
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( مع خاصتي الخطية 78.2( و )   77.2المعادلتيف ) نطبؽ تحويؿ لابلس الزاكي لطرفي 
 80.2( وتحويؿ الزاكي لممعادلتيف ) 79.2والاشتقاؽ وأيضاً نطبؽ تحويؿ لابلس لممعادلتيف ) 

 ( ونعوض فنحصؿ عمى :

   
    

2 2 2

2 2

1
 

1  1 1 1

p p p p
LE u s LE v

p ps s p s p
    

   
 

   
    

2 21
   

1  1 1 1

p p p
s LE u LE v

p s s p s p
   

   
 

ومنو:
           

   
    

2

2

1  
 

 1 1 1

p p s
LE u s LE v

p p s ps
  

  
 

   
    

21
 

1 1  1

p p
s LE u LE v

p s p s p
   

  

 

 بالحؿ المشترؾ لجممة المعادلتيف الأخيرتيف نجد:

 
 

2

2 1s

p
LE u

p




 

 
  

2

1 1

p
LE v

s p


 

 

 بأخذ التحويؿ العكسي لتحويؿ لابلس الزاكي نحصؿ عمى حموؿ الجممة المعطاة:

 ,   tu x t x e    , ,   x tv x t e  

 حل معادلات تكاممية خطية :. 3. 14. 2
 معادلة فولتيرا التكاممية المضاعفة غير المتجانسة مف النوع الأوؿ و نمط التلؼ ليا الشكؿ الآتي:

               ∫∫          

 

 

 

 

                                    

 .  λ≠ 0دالة مجيولة و        حيث 
 لحميا فنحصؿ عمى : (81.2)الزالكي عمى المعادلة -نطبّؽ تحويؿ لابلس

  [ ∫∫          

 

 

 

 

          ]             

                           λ       سنجد : (55.2)و  (49.2)باستخداـ 

λ

 
  ̿         ̿        ̿       
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      ̿              بتبسيط المعادلة الأخيرة :
 

 

 ̿      

 ̿      
 

 

 
       

                            : حيث           
 ̿      

 ̿      
 

 كالآتي : (81.2)  الزاكي يعطي الحؿ لممعادلة -التحويؿ العكسي لتحويؿ لابلس

       
 

λ
             

 يمكف أف تأخذ الشكؿ :  (81.2)( المعادلة 50.2لاحظ أنّو  وفقاً لخاصة التلؼ )

 ∫∫      

 

 

 

 

                                            

 : حل المعادلة  (5)مثال 

 ∫∫    

 

 

 

 

                                       

 يعطي: (55.2)و (49.2)  استخداـمف ثـ و  (83.2)الزاكي عمى المعادلة -بتطبيؽ تحويؿ لابلس
                                    

 أو 
 

 
  ̿     

  

          
 

  

           
 

  

      
 

  ̿       
 

 

  

   
 

 فإذا طبّؽ التحويؿ العكسي لمتحويؿ المستخدـ عمى طرفي العلقة الأخيرة سنحصؿ عمى :

        
 

 
   

 حل المعادلة التكاممية الآتية : (6) مثال

∫∫          

 

 

 

 

                                    

 :يعطي(55.2) و(49.2)  و مف ثـ استخداـ (84.2)الزاكي عمى المعادلة -بتطبيؽ تحويؿ لابلس
                 

 

 

 
  ̿       ̿        

  

 
 

  ̿      
   

√ 
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 الزاكي عمى طرفي العلقة الأخيرة سنحصؿ عمى الحؿ :-التحويؿ العكسي لتحويؿ لابلس بتطبيؽ

       
 

√ 

 

√ 
 

 غير خطية: حل معادلات تفاضمية خطية جزئية. 4.  14. 2
نتيجة لأىمية المعادلات التفاضمية غير الخطية التي تصؼ العديد مف المسائؿ الفيزيائية 

وغيرىا, ووفقاً لصعوبة وتعدد طرؽ حؿ ىذا النوع مف المعادلات والتي واليندسية والجيولوجية 
لحؿ المعادلات  تيفجديد تيفيلتقن في ىذه الأطروحةفقد توصمنا  ,لعديد منيا صعب الحؿكاف ا

والتفاضمية الجزئية غير الخطية كطريقة شاممة  التفاضمية الجزئية الخطية ذات الأمثمة المتغيرة
ولا   (Laplace-Elzaki decomposition method) الزاكي التفكيكية -لابلس اتطريق ىماو 

أساس ىذه  ( Laplace-Elzaki Variation Iteration Method)اليزاكي التكرارية  –بلس
  .تقريبيةىو دمج تحويؿ تكاممي مضاعؼ مع طريقة  رائؽالط
 :الزاكي التفكيكية–طريقة لابلاس . 1. 4.  14.  2

لحؿ معادلات وجمؿ معادلات تفاضمية جزئية غير خطية وتتمخص ىذه ىذه الطريقة  سنطبؽ
 الطريقة بما يأتي:

             لتكف لدينا المعادلة :     , (85.2)L u N u g x t  

  وليكف  
 

  
الشرط  ودالة غير متجانسة , gىو مؤثر تفاضمي غير خطي و  Nمثلً أما    

       :ىو معطاةال لممسألة الابتدائي   ,0 (86.2)u x h x 

-الزاكي التفكيكية نأخذ تحويؿ لابلس -عندئذ لحؿ ىذا النوع مف المعادلات باستخداـ لابلس 
الزاكي لطرفي المعادلة مع تطبيؽ خواص الخطية والاشتقاؽ وأخذ تحويؿ لابلس لمشرط المعطى 

 نجد:فونعوض 

         
1

  ,LE u p L h LE g x t LE N u
p

  
 

    ومنو:         2   ,  LE u p L h p LE g x t p LE N u   

 الزاكي العكسي لطرفي المعادلات الأخيرة نجد: -نأخذ تحويؿ لابلس
        1 2 1,   ,   (u x t LE p L h p LE g x t LE p LE N u         

       :لنفرض      1 2

0 ,u x t LE p L h LE g    
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 ميكف عمى شكؿ مجموع متسمسمة :ف uأما الحؿ 

   
0

, ,n

n

u x t u x t




 

 
0

n

n

N u A




 

 ىي حدود أدوميف  ومنو يكوف :   حيث 

   1

1 ,n nu x t LE pLE A


     

   KDV (korteweg- Devries)وكتطبيؽ ليذه الطريقة سيتـ حؿ معادلة 
 الخفاضلٍت الجسئٍت اَحٍت  KDVإيجاد حل لمعادلة :(7مثال )

4   7 0 (87.2)t x xxxu u u u   
 مع الشرط الابتدائي:

   ,0 3 1 (88.2)u x x  
 الزاكي لطرفي المعادلة مع تطبيؽ خاصية الخطية والاشتقاؽ :-لحؿ ىذه المسألة نأخذ تحويؿ لابلس

        
1

,0 4   7 0x xxxLE u pL u x LE u u LE u
p

    

 نطبؽ تحويؿ لابلس عمى الشرط الابتدائي ونعوض:

 
 2

2

3 1
(4 7 )x xxx

p s
LE u pLE uu u

s


   

 بتطبيؽ تحويؿ لابلس الزاكي العكسي:

     1, 3 1 4   7x xxxu x t x LE pLE u u u       

بفرض:
                    

   
0

, ,n

n

u x t u x t




 

                       حيث:   0 , 3 1u x t x  

   1

1 , )   (4 7n n n xxxu x t LE p LE A u

   

 كثيرات حدود أدوميف وىي :   وتدعى 
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0 0 0xA u u 

1 1 0 0 1x xuA u u u  
2 2 0 1 1 0 2

.

.

x x xu uA u u uu   

               ومنو: 1

1 0 0   (4 7 xxxu LE p LE A u  

 حيث:

 

     

2

1

1 2

1
  36

36 1 3 12 1

p s
u LE p

t x

s

t x


  

   
   

    

 

   

 

2

1

3

3 (3) 4   3 36  1

2(3) 4 1

A t L x t x

t x

     

  
 

   

 

   

1

2 1 1

3

1 2

2

2

3

, 4 7

1
  2 (3) (4)

3 (12 ) 1

xxxu x t LE pLE A u

s
LE

s
p

t

p

x





    

 
    

 

 

 

 3 2

2 (3) (12 ) 1A t x   

   1 3 4

3 2

1
, (12) 3 2!

s
u x t LE p p

s

  
       

 
 

     
3

2 3 32!
(3) (12) 1 3 (12 ) 1

3!

t
x t x      

     , ( 1) 3 (12 ) 1

.

.

n n

nu x t t x  

 

 المعطاة:ومنو حؿ المعادلة 
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       

 
0 0

, , ( 1) 3 (12 ) 1

3 1 1
   ;  

1 12 12

n n

n

n n

u x t u x t t x

x
t

t

 

 

   


 



 
 

لـ يكف ىناؾ حاجة سوى لشرط ابتدائي دوف شروط  (LEDM)نلحظ أنو عند استخداـ طريقة 
 لممسألة المعطاة . (exact salution)حدية. وىنا حصمنا عمى الحؿ المضبوط 

 : (LEVIM)طريقة لابلاس الزاكي التكراراية .  2. 4.  14. 2
الطريقة في ىذه الأطروحة كتقنية أخرى لحؿ المعادلات التفاضمية والتكاممية تـ استخداـ ىذه 

اير التكرارية حويؿ لابلس الزاكي مع طريقة التغغير الخطية وقد تـ تركيب تحويؿ تكاممي وىو ت
(VIM) ة لمتعامؿ مع معادلات مستحيمة الحؿ باستخداـ التحويؿ لمحصوؿ عمى طريقة فعّال
باستخداـ الطرؽ التحميمية الأخرى وذلؾ مف أجؿ الحصوؿ عمى الحؿ و مفرداً  التكاممي

ىذا وقد تـ حؿ معادلات تفاضمية جزئية غير خطية بطرؽ  (exact salution) المضبوط ليا
رينور الذي دمج يلة باستخداـ تحويلت تكاممية بسيطة مع طريقة التغاير التكرارية مثؿ المعدّ 

التكرارية وحؿ بذلؾ بعض المعادلات التفاضمية غير الخطية تحويؿ لابلس مع طريقة التغاير 
حؿ  الزاكي عند -وسيتـ استخداـ طريقة لابلس الزاكي التكرارية ىذه في تطبيقات تحويؿ لابلس

تتمخص ىذه الطريقة  .معادلات تفاضمية غير خطية ومعادلات تكاممية تفاضمية غير خطية
 بالخطوات الآتية:

 التفاضمية الجزئية غير الخطية:لتكف لدينا المعادلة 

     , , , (89.2)Lu x t Nu x t g x t  

Lفرض أف لن
t





أي مؤثر تفاضمي Lمف أجؿ توضيح الطريقة ىذا ويمكف اف يكوف  

 دالة غير متجانسة. gخطي و غير يو مؤثر تفاضمي ف N بينماخطي 
 :عندئذ  لحؿ المعادلة المعطاة مع الشرط الابتدائي

   ,0 (90.2)u x h x 
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أولًا نأخذ تحويؿ لابلس الزاكي الطرفي المعادلة مع أخذ خاصتي  (LEVIM)باستخداـ طريقة 
 الخطية والاشتقاؽ بعيف الاعتبار فنجد:

      , ( , ) ( , )LE Lu x t LE Nu x t LE g x t  

         
1

( , ) ,LE u pL h x LE g x t LE Nu x t
p

   

       2 ( , )LE u p L h pLE g pLE Nu x t    

 بتطبيؽ تحويؿ لابلس الزاكي العكسي نحصؿ عمى:

     1, , ( ,u x t M x t LE pLE Nu x t      

  حيث:
         1 2, ,M x t LE p L h x pLE g x t     

         وتكوف:       0 , ,u x t M x t 

     1

1 , , ( , ) (91.2)n nu x t M x t LE pLE Nu x t


    

 

: أما الحؿ فيكوف
      

   , lim , (92.2)n
n

u x t u x t


 

و كتطبيؽ ليذه الطريقة عند حؿ معادلات تفاضمية جزئية غير خطية حؿ معادلة شرودينغر 
 غير الخطية.

التفاضمية الجزئية غير الخطية  )Schrödinger( حؿ معادلة شرودينغر :(8مثال )

 : (LEVIM)باستخداـ طريقة 
 الشكؿ العاـ الآتي:ىذه المعادلة ليا 

2

    0  ;   1  ,   1 (93.2)
r

t xx
i u u u u r i      

مع الشرط الابتدائي:
       

   ,0 (94.2)u x f x 

 :    طرفييا بػ رب ضالزاكي لطرفي المعادلة بعد -لحؿ ىذه المسألة نأخذ تحويؿ لابلس

   
2

          (    ) 0 
r

t xx
LE u i LE u i LE u u   

 نطبؽ خاصية الاشتقاؽ:

 
21

( ) ( ( ))   (    ) 0
r

xx
LE u pL f x iLE u i LE u u

p
    
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 الزاكي العكسي نجد: -بأخذ تحويؿ لابلس

      
21 2 1, ‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏‏ ‏ ‏‏ ‏ ‏

r

xx
u x t LE p L f x i LE p LE u u u         

 

و بفرض :
                    

    1 2

0
  , ‏ ‏ ‏ u‏ x t LE p L f x     

عندئذ :
        

     
21

1 0
, ,   ‏ ‏‏ ‏ ‏‏ ‏

r

n n xx n n
u x t u x t i LE p LE u u u


   
 

 
ويكوف الحؿ لممسألة المعطاة

                 
   , lim ,

nn
u x t u x t


    

 :إيجاد حؿ لممسألة :(9)مثال
2

  2     0
t xx

i u u u u   

والشرط الابتدائي:
                        

 ,0 i xu x e 

الزاكي لطرفي المعادلة مع تطبيؽ  -لابلس نأخذ تحويؿ (LEVIM)لحميا باستخداـ طريقة 
 خواص الخطية والاشتقاؽ نجد:

     
‏2 ‏‏

      2       0
‏ ‏

xx

i p i
LE u LE u LE u u

p s i
   


 

 الزاكي العكسي نجد: -تحويؿ لابلسوبأخذ 

   

 

2
21 1

21

‏ ‏ ‏ ‏ ‏
,       2    

    ‏‏ ‏ ‏ ‏ ‏‏ ‏ ‏

xx

ix

xx

p p
u x t LE LE LE u u u

s i i

e i LE LE u u u

 



   
        

   
 

 

بفرض :                              0
  , i xu x t e 

     
21

1 0
, ,         2      

n n xx n n
u x t u x t i LE p LE u u u


   
 

 

 عندئذ تكوف الحدود كالآتي :

   
 

 

21

1 1 1 1

1

3

1

,           2      

        2  

‏ ‏ ‏
3   

3       1 3     

i x

xx

i x i x i x

i x

i x i x i x

u x t e i LE p LE u u u

e i LE p LE e e

p
e i LE

s i

e i t e e i t







   
 

     

 
    

   
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 أما الحد الثاني :
      1 2 3

2

3 4 5 6

1

2 3 4

,           1 3      2 1 3    9 27  

3 9   36 324
   

  324 
1 3 9 36

2! 3! 4!

ix ix ix

i x

i x

u x t e i LE p LE e i t e i t t it

p i p p ip
e i LE

s i

t i t t
e it





         

    
    

 
      

 الثالث :الحد 
 

3

432 351 2071 2 3 4 5 6 7,      [    ( 3 9    18            648  
2 4! 4 8

7371 5967 2357 2187 196838 9 10 12 

2

                   ]
8

7

1

8 2

1

4
)

8

ixu x t e i LE p LE i t t i t t i t t i t

t i t t i t t

         

    

 

 
2 3

2 3

3
, 1 3    9  27 .

2! 3!

ix t t
u x t e i t i i

 
     

 
 

و منو :
                                 

 
 

0

3     
,

!

k
n

ix

n
k

i t
u x t e

k


  

 : المعطاة سألةحؿ الم عندئذ يكوف
   

     3

0

, lim ,

3     
     

!

nn

n

i x ti x

n

u x t u x t

i t
e e

n











 

 

 حل جمل معادلات تفاضمية جزئية غير خطية:. 5.  14.  2
لحل جمل المعادلات التفاضمية الجزئية غير  فكيكيةالزاكي الت-طريقة لابلاس. 1. 5.  14. 2

 الخطية :
 تتمخص ىذه الطريقة بما يأتي :

 لتكف لدينا زوج مف المعادلات التفاضمية الجزئية غير الخطية :
 

   

1 1 1

2 2 2

( , ) ( , ) )

( , ) ( , ) 96.

(95.2

2

L u N u v g x t

L v N u v g x t

 

 
 

 مع الشروط الابتدائية :

 1

2

( ,0) ( )
97.2

( ,0) ( )

u x h x

v x h x

 


 
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1حيث:  2L L
t


 


 2gو  1gف غير خطييف أمااف تفاضميامؤثر  2Nو  1N,عمماً أف  

المعادلتيف الزاكي لطرفي -فيي دواؿ غير متجانسة .عندئذ لمحؿ نأخذ أولًا تحويؿ لابلس
( و بالاعتماد عمى خاصتي 97.2( و تحويؿ لابلس لطرفي المعادلتيف )96.2( و )95.2)

 الزاكي نجد: -الخطية و الاشتقاؽ لتحويؿ لابلس

       

       

1 1 1

2 2 2

1
( , ) ( , )

1
( , ) ( , )

LE u pL h LE g x t LE N u v
p

LE v pL h LE g x t LE N u v
p

  

  

 

  و منو:
       

       

2

1 1 1

2

2 2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

LE u p L h pLE g x t pLE N u v

LE v p L h pLE g x t pLE N u v

  

  
 

 السابقتيف نجد :الزاكي العكسي عمى طرفي المعادلتيف -بتطبيؽ تحويؿ لابلس
     

     

1 2 1

1 1 1

1 2 1

2 2 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

u x t LE p L h pLE g x t LE pLE N u v

v x t LE p L h pLE g x t LE pLE N u v

 

 

       

       

 

 و بفرض :

   

   

1 2

0 1 1

1 2

0 2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

u x t LE p L h pLE g x t

v x t LE p L h pLE g x t





   

   

 

)لنكتب كلً مف الحموؿ  , )u x t و( , )v x t :عمى شكؿ مجموع متسمسمة غير منتيية أي 

0 0

( , ) ( , ) , ( , ) ( , )m m

m m

u x t u x t v x t v x t
 

 

   

1 2

0 0

( , ) , ( , )m m

m m

N u v A N u v B
 

 

   

 ىي حدود أدوميف و منو يكوف : mBو  mAحيث 
 

 

1

1

1

1

( , ) (48)

( , ) (49)

n m

n m

u x t LE pLE A

v x t LE pLE B









    

    
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 و ىي جممة المعادلات : [46] حؿ مسألة بلزيوس:  (11مثال)
 
 

 مع الشروط الابتدائية :

 
( ,0) ( ,0) 0

100.2
( ,0)t

u x v x

u x x

  


 
 

الزاكي عمى -الزاكي التفكيكية لحؿ ىذه المسألة نطبؽ تحويؿ لابلس-باستخداـ طريقة لابلس
( و 100.2(  و تحويؿ لابلس عمى طرفي المعادلتيف )99.2( و )98.2طرفي المعادلات )

 الزاكي نجد: -بالاعتماد عمى خاصتي الخطية و الاشتقاؽ لتحويؿ لابلس

 

( ) ( )

1
( )

t x

tt x t

LE v LE u

LE u LE uu vu


 

 
 

 و منو :

   

   2 2

1

1 1

x

x t

LE v LE u
p

p
LE u LE uu vu

p s 

 

  

 

 الزاكي العكسي عمى طرفي المعادلتيف السابقتيف نجد :-بتطبيؽ تحويؿ لابلس

 

 

2
1

1

( , )

( , )

x t

x

p
u x t xt LE LE uu vu

v x t LE pLE u







 
   

 

    

 

بالتالي إذا فرضنا :
                    

0

0

( , )

( , ) 0

u x t xt

v x t




 

)لنكتب كلً مف الحموؿ  , )u x t و( , )v x t :عمى شكؿ مجموع متسمسمة غير منتيية أي 

0 0

( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) (57)n n

n n

u x t u x t v x t v x t
 

 

   

أما :
               0 0

,x n t n

n n

uu A vu B
 

 

   

 

 

0 98.2

99.2

x t

x t tt

u v

uu vu u

 

 
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 ىي حدود أدوميف و منو يكوف : nBو  nAحيث 

 

  

2
1

1

1

1

( , )

( , )

n n n

n n x

p
u x t LE LE A B

v x t LE pLE u











 
  

 

  
 

 

أما  0vو  0uف اف معمومولاف الأاحسب العلقات السابقة حيث الحد nvو   nuلنوجد الحدود 

 الحد الثاني لكؿ متسمسمة :

 
2

1

1 0 0( , )
p

u x t LE LE A B


  
  

 
 

حيث : 
                          

2

0 0 0

0 0 0 0

x

t

A u u xt

B v u

 

 
 

عندئذ :
             

2 4
1 4

1 2

2! 2
( , )

4!

p p
u x t LE xt

s 


  

   
  

 

 أما : 

 
3 2

1 1

1( , )
2!

p t
v x t LE pLE t LE p

s

 
  

          
  

 

 الحد الثالث مف كؿ متسمسمة :
5

1 1 0 0 1

2

1 0 1 1 0

1

3!

1

2!

x x

t t

A u u u u xt

B v u v u xt


  

   

 

 و منو :

 
2

1

2 1 1

2 7 4
1

2 2

7 4

( , )

5! 2!

3! 2!

5 4 1

7! 4!

p
u x t LE LE A B

p p p
LE

s s

xt xt











 
  

 

  
   

  


 

 

 1 5

2 1

2
( , )

5!
xv x t LE pLE u t



      
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 الحد الرابع مف كؿ متسمسمة :
8 5

2 2 0 1 1 0 2 2

5 8

2 1 1 0 2 2 1

75 2

7! 4!

4 28

4! 7!

x x x

t t t

A u u u u u u xt xt

B v u v u v u xt xt

 



    

     

 

 و منو :

 
2

1

3 2 2

2
1 8 5

2

2 10 7
1

2 2 2

10 7

3 2

( , )

47 6

7! 4!

47 8! 6 5!

7! 4!

376 30

10! 7!

p
u x t LE LE A B

p
LE LE xt xt

p p p
LE LE

s s

xt xt



  

  

 







 
  

 

  
   

  

   
   

  

 

 

 1 8 5

3 2 2

20 1
( , )

8! 5!

.

.

xv x t LE pLE u t t
 

      

 

 بالنتيجة:  

 

 

3 1

0

3 2

0

( , )
3 1 !

( , )
3 2 !

n

n

n

n

n

n

c t
u x t x

n

c t
v x t

n












 






 

حيث :         
2

1 3
3

nF n

n

n

c
 

    
 

 : ىي متتالية فيبوناتشيnFو  

أما 
2

2 2 2 2 23
1 2 .... 1

23 3 3 3 3

3
n

n

n

 
  

                    
         
 

وىي رموز بوخامر  

((The Pochhammer Symbol . 
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 ليكف لدينا جممة مف معادلات برغر الآتية ::( 11مثال)
 

 مع الشروط الابتدائية :  

 
( ,0) cos

103.2
( ,0) cos

u x x

v x x

 


 
 

الزاكي عمى طرفي المعادلات -لحؿ ىذه المسألة نطبؽ تحويؿ لابلس  LEDMباستخداـ طريقة 
( و بالاعتماد عمى 103.2(  و تحويؿ لابلس عمى طرفي المعادلتيف )102.2( و )101.2)

 الزاكي نجد: -خاصتي الخطية و الاشتقاؽ لتحويؿ لابلس
 

     
   و منو :

   

   

2

2

1
2

1

1
2

1

xx x x

xx x x

ps
LE u LE u uu uv

p s

ps
LE v LE v vv uv

p s

      

      

 

 الزاكي العكسي عمى طرفي المعادلتيف السابقتيف نجد :-بتطبيؽ تحويؿ لابلس

  

  

1

1

( , ) cos 2

( , ) cos 2

xx x x

xx x x

u x t x LE pLE u uu uv

v x t x LE pLE v vv uv





    
 

    
 

 

 بالتالي إذا فرضنا الحموؿ عمى شكؿ متسمسلت :

0 0

( , ) ( , ) , ( , ) ( , )n n

n n

u x t u x t v x t v x t
 

 

   

حيث :
                       

0

0

( , ) cos

( , ) cos

u x t x

v x t x




 

 عندئذ يكوف :
 

 

1

1

1

1

( , ) ( ) 2

( , ) ( ) 2

n n xx n n

n n xx n n

u x t LE pLE u A B

v x t LE pLE v C B









    

    

 

 

 

( ) 2 0

( ) 2 0

t xx x x

t xx x x

LE u LE u uu uv

LE v LE v vv uv

     

     

   

   

2 0 101.2

2 0 102.2

t xx x x

t xx x x

u u uu uv

v v vv uv

   

   
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 عمماً أف :

 

 

0 0

0 0

,

,

n n x n n n nx
n n

n n x n n n nx
n n

u u A v u B

v v C v u B

 

 

 

 

 

 

 

 

 

حسب العلقات السابقة  nvو   nuلنوجد الحدود ىي حدود أدوميف و nCو  nBو  nAحيث 
 أما الحد الثاني لكؿ متسمسمة  0vو  0uف اف معمومياولف الأاحيث الحد

 

 

1

1 0 0 0

1

1 0 0 0

( , ) ( ) 2

( , ) ( ) 2

xx

xx

u x t LE pLE u A B

v x t LE pLE v C B





    

    

 

حيث : 

                     
 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

cos sin

2cos sin

cos sin

x

x

x

A u u x x

B u v x x

C v v x x

  

  

  

 

عندئذ :
        

 
3

1 1

1 2
( , ) ( cos ) cos

1

p s
u x t LE pLE x LE t x

s

   
      

 
 

أما : 
          

 
3

1 1

1 2
( , ) ( cos ) cos

1

p s
v x t LE pLE x LE t x

s

   
      

 
 

 الحد الثالث مف كؿ متسمسمة :
1 1 0 0 1

1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1

1 1 0 0 1

cos sin sin cos 2 cos sin

( ) ( ) 4 cos sin

2 cos sin

x x

x x x x x x

x x

A u u u u t x x t x x t x x

B v u u v u v v u u v u v t x x

C v v v v t x x

    

      

  

 

 و منو :
 

 

1

2 1 1 1

1

3 2
1

2

( , ) ( ) 2

cos

cos
1 2!

xxu x t LE pLE u A B

LE pLE t x

p s t
LE p x

s







    

   

  
   

  
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 

 

1

2 1 1 1

1

3 2
1

2

( , ) ( ) 2

cos

cos
1 2!

xxv x t LE pLE v C B

LE pLE t x

p s t
LE p x

s







    

   

  
   

  

 

 و أيضاً : 
3

3

3

3

cos
3!

cos
3!

.

.

t
u x

t
v x

 

  

 بالنتيجة:  
2 3

( , ) cos cos cos cos ......
2! 3!

t t
u x t x t x x x     

2 3

( , ) cos cos cos cos ...
2! 3!

t t
v x t x t x x x     

 و منو حؿ المسألة المعطاة ىو :

0

0

( 1)
( , ) cos cos

!

( 1)
( , ) cos cos

!

n n
t

n

n n
t

n

t
u x t x e x

n

t
v x t x e x

n












 


 





 

يمكف حؿ المعادلات التفاضمية الخطية و جمميا بالتطبيقيف الأوؿ و الثاني بالطرؽ ملاحظة: 
الزاكي التكرارية عندئذ يمزـ -الزاكي التفكيكية و طريقة لابلس-لابلسالمدمجة و ىي طريقة 

 لإيجاد الحؿ الخاص لتمؾ المسائؿ فقط شروط ابتدائية دوف الشروط الحدية.

 تفاضمية جزئية غير خطية: -تكاممية تكاممية و  حل معادلات .  6.  44. 2
التفاضمية الجزئية غير الخطية ومعادلة آبؿ  -فريدىولـ التكاممية-في ىذا التطبيؽ تـ حؿ معادلة فيشر

 التكاممية غير الخطية : 

 التفاضمية غير الخطية: –هولم التكاممية فريد -حل معادلة فيشر. 1.  6.  44. 2
 (LEVIM)الزاكي التكرارية  -سنقوـ بحؿ ىذه المعادلة بطريقة لابلس
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 لتكف لدينا المعادلة:

        
2

2

‏
104.2

‏ ‏ ‏
  1   , , 0

‏ ‏ ‏ ‏

b

a

u u
u u k x t R u t d

t x
     

 
     

 
 

حيث: ,k x t  أما  نواة المعادلة التكاممية  ,R u t .ىو مؤثر غير خطي 

مع شرط ابتدائي:      ,0u x f x 

المعطاة مع الأخذ بعيف  الزاكي عمى طرفي المعادلة–لحؿ ىذه المسألة نطبؽ تحويؿ لابلس 
 الاعتبار خواص الخطية والاشتقاؽ فنجد:

       

    

2

2

‏ ‏
  1

‏ ‏

  (   , )

1

, 0

b

a

u
LE u pL f x LE LE u u

p x

LE k x t R u t d

 

   

 
    

 

  

 

      

    

2
2

2

‏ ‏
   (     1

‏

  (   , ,

b

a

u
LE u p L f x pLE pLE u u

x

p LE k x t R u t

 

  

 
    

 

 

 

 الزاكي العكسي نجد: –بأخذ تحويؿ لابلس 
2

1 2 1 1

2
( , ) ( ( )) (1 ) ( ( , ) ( ( , ))

b

a

u
u x t LE p L f x LE pLE u u LE pLE k x t R u t

x
      

                  


 :نفرض
    1 2

0 , ‏ u‏ x t LE p L f x    
 

2
1

1 0 2

1

( , ) ( , ) ( (1 ))

( ( , ) ( ( , ))

n
n n n

b

u
u x t u x t LE pLE u u

x

LE pLE k x t R u t


 

  







 
    

 

  
  

 

لممعادلة المعطاة :ويكوف الحؿ 
          

   , lim ,n
n

u x t u x t


 

 : إيجاد حل المعادلة:(12)مثال

     
12

2 2

2

0

‏ ‏‏ ‏ ‏
2 1 2   , 0

‏ ‏ ‏ ‏

xu
u u e u t d

t x


 

 
    

   

 مع الشرط الابتدائي :  ,0 xu x e 
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الزاكي لطرفي  –الزاكي التفكيكية نأخذ تحويؿ لابلس  -لحؿ ىذه المسألة بطريقة لابلس
 تطبيؽ خاصتي الخطية والاشتقاؽ:المعادلة مع 

   
2 1

2 2

2

0

1
( ) ( ( ,0)) 2 (1 ) 2   , 0

x
LE

u
LE u pL u x e uL tE u

p
du

x


 

 
    

 
 

  



 

        
2 1

2 2

0

2

2 2 (1    ,0 2  ) ,
x

LE u p L u x pLE e u t
u

u
x

dLE u


 
 

  


 
    

 


 نجد: العكسي الزاكي -نطبؽ تحويؿ لابلس

       
12 2

21 1 2

2

1

0

‏ ‏ ‏ ‏
, 2 1 )

1
2 (   , )

‏ ‏

xp u
u x t LE L LE

s
E pLE u u pLE e u t d

x


 

 
  

   
  

  
 


  

  


       
12

21 2

2

1

0

‏ ‏
, 2 1 ) 2 (   , )

‏ ‏

xx u
u x t e LE pLE u u pLE e uL t d

x
E


  

  
   


   

   


نفرض: 
                

 0 , xu x t e 

     
12

21 2 2

1 2

0

‏ ‏
, 2 2 2   ,

‏ ‏

xx n
n n n n

u
u x t e LE pLE u u e u t d

x


 






 

 
 


  
 

 

 
1

1 2

1

0

2, ( 22 2 )x xx xxu x t e LE ep e e e dLE 
 

    





 

 
3

1 ‏ ‏
1

1

x x x xp
e LE e te e t

s

  
      

 
 

 
2 3 2 3 2 3

1

2

4 2 3 4

4
, (

1 1 1 1 2 2

4 2
)]

2 2

[

2 2

x p p p p p p
u x t e LE p

s s s s s s

p p p p

s s s s

   
      

     

 
   

   

 

             

 
3 4 2

1

2

‏ ‏ ‏ ‏
,

1 1 2!

x x x xp p t
u x t e LE e te e

s s

  
       

  
    

    بالمثؿ سنجد : 
2 3

3 ,
2! 3!

x x x xt t
u x t e te e e    

ومنو:
          

   
2 3

, 1
2! 3! !

n
nx x x x x

n

t t t
u x t e te e e e

n
      

بالتالي:
 

   
 

0

1  
, lim ,

!

n n

x x t

n
n

n

t
u x t u x t e e

n








   
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 حل معادلة آبل غير الخطية:. 2.  6.  14. 2
 ذات نواة شاذة وىي مف الشكؿ: اىذه المعادلة ىي معادلة فولتير 

  

 
   

0

1
,

   , ;   0 1 05.2

x R u t
d f x t

x



 


  


 

 الزاكي نطبؽ ىذا التحويؿ عمى طرفييا: -لحميا باستخداـ تحويؿ لابلس

 

 
 

2

0

,
    ,

x u t
LE d LE f x t

x







 
     

  
 

 نجد:( 4حسب تعريؼ تلؼ دالتيف والمبرىنة )

 

 
   

2

2

0

,
    ,

x u t
LE d LE u x t L x

x






 




 

          
 

 نعوض:

     2 , . ,LE u x t L x LE f x t



          

 

  ومنو

 
 

 

2
  ,

  ,
LE f x t

LE u x t
L x






       
 

 

 بأخذ التحويؿ العكسي لمتحويؿ المطبؽ نجد:

 
 

 

1

2

1
  ,

,
LE f x t

u x t LE
L x








  
    

   
   

 

1 : إيجاد حؿ معادلة آبؿ غير الخطية مف أجؿ(13)مثال
α

2
   و  2,f x t x t 

 2

2

0

,
    

x u t
d x t

x








 

الزاكي لطرفي المعادلة مع الأخذ بعيف الاعتبار تعريؼ تلؼ دالتيف –نأخذ تحويؿ لابلس 
 (:4والمبرىنة )
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   2 21
  .     LE u L LE x t

x

 
 

 
 

 
3

2

3

‏ 2 ‏
      

p
LE u

ss


 

3 3
2

3 5/2

2 2
( )

s p p
LE u

s s 
  

 الزاكي نجد: -لتحويؿ لابلسبتطبيؽ التحويؿ العكسي 

 2 1 3 5 32  8
, ‏ ‏ ‏ ‏ ‏

3 
u x t LE p xs t



  
  

 
 

ومنو:
                            

 
3

4
2  2

,      
3 

u x t t x


 

 حل معادلات تفاضمية جزئية من مرتبة كسرية:.  7.  14. 2
ة لبحؿ معاد 2146عاـ في (Ranjit R.Dhunde and G.L.Waghmare)قاـ كؿ مف

 ؽ كؿالجزئية مف مرتبة كسرية باستخداـ تحويؿ لابلس المضاعؼ كذلؾ طبّ  التمغراؼ التقاضمية
تحويؿ لابلس لحؿ معادلة تفاضمية عادية ذات  2144عاـ(Likexue and Pengjigen)مف

 مرتبة كسرية مف الشكؿ:
      0   ; 0 1  , 0c

tD x t A x t f t t      
عمى مشتقات  قاموا بتطبيؽ تحويؿ سوميد 2146 عاـ (Dole, Khondagale, Panchal)أما 

وفي  ,[34,24]العودة لممراجع  لمقارئيمكف Hilfer-Prabhakar  تعريؼكسرية معرفة حسب 
ف الاشتقاؽ إىذه الأطروحة سنتطرؽ الى حؿ معادلات تفاضمية جزئية مف مراتب كسرية بحيث 

 :caputo))الجزئي الكسري فييا معرؼ وفؽ كابوتو 
 

 
1

0

‏ ‏ ‏‏ ‏ 1 ( , )
    ( ) (106.2)

‏ ‏ Γ 

x m
m

m

u x t u t
x d

x m



 
 

 

  
 

   

1حيث:  ,m m m    
 

 
1

0

‏ ‏ ‏‏ ‏ 1 ( , )
    ( ) (107.2)

‏ ‏ Γ 

n
n

n

tu x t u x
t d

t n







 



  
 

   

1nو   nحيث: n  ,  
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): لتكفمبرهنة 4. 7.  44. 2 , )u u x t  و الزاكي  -لستحويؿ لابدالة تحقؽ شروط وجود
 ليذه المشتقات يكوف: قابمة للشتقاؽ مف مرتبة كسرية 

 
 

1
1

0

‏ ‏ ‏‏ ‏ (0, )
1)          (108.2)

‏ ‏

jm
j

j
j

u x t u t
LE s LE u s E

x x

 





 



   
       



1m:حيث m     وm . 
 الاثبات :

 

 

1

0

1

0

( , ) 1 ( , )
    ( )
Γ 

1 ( , )
   ( )

Γ 

x m
m

m

x m
m

m

u x t u t
LE LE x d

x m

u t
LE x d

m









 

 


 

 

 

 

   
   

     

 
  

  





 

 ( في التلؼ نجد:4رىنة )بوحسب الم

 
 11 ( , )

        ;
Γ 

m
m

m

u x t
L x LE m

m x





   
  

  
 

 طبيعية نجد: وحسب خاصة المشتؽ مف مرتبة

 

 

 
 

 

1
1

0

1
1

0

‏ ‏ ‏‏ ‏ Γ 1 u (0,t)
   .     

‏ ‏ Γ  ‏ ‏

(0, )
      

‏

jm
m m j

m j
j

jm
j

j
j

u x t m
LE s LE u s

x m x

u t
s LE u s E

x

s 














 





 



    
    

     

 
   

 





 
 

1
2

0

‏ ‏ ‏‏ ‏ ‏ ‏
2)     ‏ ‏ ‏ ‏

‏ ‏ ‏

( ,0)
(109.2)

kn
k

k
k

u x t
LE p LE u p L

t t

u x


 




   



   
    

   


1nحيث: n      وn 
 الإثبات:

 

 
1

0

‏ ‏ ‏‏ ‏ 1 ( , )
    ( )

‏ ‏ Γ 

t n
n

n

u x t u x
LE LE t d

t n








 

 

 
   

   
     

 

 ( مف مبرىنات التلؼ:2وحسب المبرىنة )

 
 

 1 ‏ ‏ ‏‏ 1‏ 1
.    ;

Γ  ‏ ‏ ‏ ‏

n

n

n

u x t
E t LE n

n p t





  
   

 
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 مرتبة طبيعية:بالاعتماد عمى خاصة المشتؽ مف 

 
 

 1  ‏ ‏ ‏‏ 1‏ 1
  ‏ ‏

  ‏ ‏ ‏ ‏

n

n

n

u x t
n p LE

n p t




 
 

      
   

 

  

 

1
2

0

1
2

0

1 ( ‏0, ‏
‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏

‏

‏ ‏

)
,

( ,0
‏ ‏ ‏ ‏ ‏

)
   

‏

kn
n k n

k

k

n
K

kn
n

k
K

p LE u t p
t

p LE u

u x
x L

x
L

t

p

u
p






  




  



 
   

 

 
 

 
 














 

 مر المعرفة بالعلقة:فلتكف لدينا دالة ميتاغ لي تمهيدية:

 
 

 ,

0

     ; , ,  0
Γ 

k

k

t
E t t Re

k
   

 





  


 

 عندئذ تحويؿ لابلس البسيط ليا ىو:

 
 ,

00

     
Γ 

k
sx

k

x
L E x e dx

k
 

 

 




    
 

 

 

 

0 0

1
0

1
         

Γ 

Γ  11
   

Γ 

sx k

k

k
k

e x dx
k

k

k s

 

 



















 



 

 أما:

 
 

 
 

 

 

,

00

0

1
0

Γ 

1
      

Γ 

Γ  11
            ; , 0 (110.2)

Γ 

k
sx

k

k

k

K
k

x
L E x e dx

k

L x
k

k

k S




 





 

 


 

 

 













    





 









 

βوكحالة خاصة منيا عندما 1 : 
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 
 

 

 
 

,1 1
0

0

1

Γ  11
            

Γ  1

1 1

1

       ; 1
1

K
k

K

k
L E x

k s

s

s

s s s

s
s



 



























    

 


 




 

,αمف أجؿ أي (:1توطئة) 0     و A   ّفإف :  

   
1

1

, (111.2) L x E A x s s A    

 


      

وذلؾ عندما 
1

Re s A    حيث Re s ىو القسـ الحقيقي مف العدد العقديs. 

 الإثبات: حسب تعريؼ تحويؿ لابلس يكوف:

 
 

1 1

,

00

   
          

Γ 

K k
sx

k

A x
L x E A x e x dx

k


  

 
 

 
  



    
 

 

 
 

 

 

1 

0 0

1 

0

0 0
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  Γ    
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k
sx k

k

K
k

k

K
K

k
k K

A
e x dx

k

A
L x

k

kA
s A s

k s

 

 

 

 

 

 

 

 


  




 



 
 


 








 



 



 

 

وعندما  
1

Re s A  :يصبح 

 1 1

,

1
      ( )

1
L x E A x s s s A

As

    

 





   


      
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 مر:فأما تحويؿ الزاكي لدالة ميتاغ لي :2توطئة 

 
 

 

 
 

 
 

1 ‏1 ‏

,

00

‏1 ‏

0 0

1

0

1

0

1

0

   
    ‏ ‏ ‏ ‏ ‏‏‏

Γ 

  
‏    ‏‏‏ ‏‏ ‏‏

Γ 

  
    

Γ 

  
  Γ  ‏    ‏ ‏‏‏

Γ 

‏ ‏ ‏‏ ‏‏‏‏ ‏

x K k
p

k

xK
kp

k

K
k

k

K
k

k

k k

K

A x
E x E A x p e x dx

k

A
p e x dx

k

A
E x

k

A
k p

k

p A p


  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 




 




 




 








    







 






 







 

 و بشرط 
1

‏ Re‏ p A 


  يكوف: 

 
1

-1 1

,

1

1
    (112

-
.2)

1-  a

b
b a b

a b a

p
E x x

Ap
E

A
A p

p


   

 
‏‏

‏‏
‏‏

 

الزاكي في حؿ معادلتي التمغراؼ الكسرية وانتشار الموجة -والآف سنستخدـ تحويؿ لابلس
 (Fractional diffusion- wave equation) (Fractional telegraph equation)الكسرية 

  الآتية: : حل معادلة التمغراف الكسرية الجزئية التطبيق الأول

     
   

u , u , u ,
  b    , , (113.2)

x t x t x t
a cu x t h x t

x t t





 

 

  
   

  
 

1حيث: , 2   0 و γ 1   أما  , 0x t  
 والحدية:مع الشروط الابتدائية 

       1 2,0  ,  ,0 (114.2)tu x f x u x f x  
       3 40,  ,  0, (115.2)xu t f t u t f t  

( مع خاصة الخطية والمشتؽ 113.2الزاكي عمى طرفي المعادلة  )–إذا طبقنا تحويؿ لابلس 
 الكسري نجد:
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       

 

   

1 2 1

1 2

2      0,     0, ‏ ‏ ‏

+b ‏ ‏ ‏

( ( ,0)) ( ( ,0)

‏

)

( ( ,0 ‏ ((‏ ( ( ,0)

 

)

t

t

x L u x p L u xs LE u s E u t s E u t a p LE u p

p LE u p p

c LE u

L u x L u x

LE h

   

  

  









  

     

 

 

 ومنو بالاستفادة مف الشروط الابتدائية والحدية حيث أف:
       

       

       

       

1 1

1 2

3 3

4 4

  ,0  

  ,0  

  0,   ‏ ‏

  0,   ‏ ‏

t

x

L u x L f x f s

L u x L f x f s

E u t L f t f p

E u t L f t f p

 

 

 

 

 

 عندئذ:

 

   

     

   

1 2

3 4

1 2 1

1 2 1

2

2

    ‏ ‏ ‏ ‏ ‏
1

  ‏  ‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏
‏  ‏ ‏‏ ‏

‏ ‏ ‏

s f p s f p

LE u a p f s ap f s b p f s
s a p b p c

b p f s LE h



 

  

 



 

  



 
 

    
    

   

 الكسرية التمغراؼلمعادلة لعلقة الأخيرة لمحصوؿ عمى الحؿ لطرفي ا     نأخذ تحويؿ 

 بفرض لدينا المعادلة التفاضمية:: (14)مثال

     
 

2

2

u , u , u ,
      ,

x t x t x t
u x t

x t t





  
  

  
 

1حيث: , 2a           و, 0x t  
 مع الشروط الابتدائية الحدية:

     ,2,0  u x E x x E x 

   

     ,2,0  tu x E x x E x 

 
     

   0, 0,  t

xu t u t e   
 نأخذ تحويؿ لابلس الزاكي عمى طرفي المعادلة:

     
 

2

2

u , u , u ,
    LE  

x t x t x t
LE LE LE u

x t t





      
       

      
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         1 2

2

1
  0, 0,   ( ( ,0))

‏ ‏

1
( ( ,0)) ( ) ( ( ,0)) ( )

x

t

s LE u s E u t s E u t LE u L u x
p

pL u x LE u pL u x LE u
p

      

   

و حيث أفّ :           
1 2

,2       
1 1

s s
L E x x E x

s s

 
 

   

 

      
 

    
1 2

,2        
1 1

s s
L E x x E x

s s

 
 

   

  
           

 
2

 
1

t p
E e

p

 
 

 بالتعويض سنحصؿ عمى :
1 2 2 2 1 2

2 1 1

1 2 1 2

1 1
( 1) ( )

1 1

‏  ‏ ‏ ‏‏

1 1 1 1

s p s p s s
s LE u

p p p p s s

p s p s p s p s

s s s s

   


 

   

   

   

 

   

      
 

   
   

 

   

 

1 2 2 1 22 2

2

2
1 2

1

1‏
( )

1 1

1

1

s s p s ss p p p
LE u

p p s

p
s s

p s

   



 



   

 



   
  

  

 
  

 

 
 

 

   
  

2 2 2 2
1 2

2

1 1

1 1

p s p p p s p p
LE u s s

p s p

 
 



 
       

     
     

 

   
  

2
1 2 ‏ ‏

(116.2)
1 1

p
LE u s s

s p

 



 
 
   
   

 

نجد:عمى طرفي المعادلة الأخيرة فالزاكي العكسي  -تحويؿ لابلس طبّؽن  

     ,2, tu x t e E x xE x 

 

     

αوكحالة خاصة عندما  2 نجد:(116.2)عندئذ ومف العلقة 

 
  

      

2 2

2

1

1 11 1

s p p
LE u

s ps p


 

  
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نجد: الزاكي العكسي -خذ تحويؿ  لابلسبأ
          

 , x tu x t e  
                                   الموجة الكسريةالثاني: حل معادلة انتشار  التطبيق

(Fractional diffusion-wave equation)

  ‏2 ‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏
; 1  ,  1    (117.2)

‏ ‏ ‏

u x t u x t
c m m n n

t x

 

 
 

 
      

 
 

 مع الشروط الابتدائية والحدية:
       1 2,0   , ,0 (118.2)tu x f x u x f x  

       1 20,   , 0, (119.2)xu t g t u t g t  
 بتطبيؽ تحويؿ لابلس الزاكي عمى طرفي المعادلة نجد:

 2 ‏ ‏ ‏ ‏‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏
     

‏ ‏ ‏ ‏

u x tu x t
LE c LE

t x



 

  
   

    
 

 الزاكي عمييا نحصؿ عمى:-بالاعتماد عمى خاصة المشتقات الكسرية عند تطبيؽ تحويؿ لابلس

 
 

 
 1 1

2 2 1

0 0

‏ ‏ ‏ ‏ ‏ 1‏
    ‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏

‏ ‏ ‏ ‏

,0 0,

‏

jm n
k k

j
j k

k

k

u u
LE u p L c s LE u s E

t

xp

x

t

  



 
    

 

     
      

      
 

بالاستفادة مف الشروط الابتدائية والحدية وذلؾ بعد أخذ تحويؿ لابلس البسيط لمشرطيف 
الحديف نحصؿ عمى معادلة جبرية سيمة الحؿ ومف  الابتدائييف وتحويؿ الزاكي والبسيط لمشرطيف

 ثـ نطبؽ التحويؿ العكسي لمتحويؿ المستخدـ فنحصؿ عمى حؿ المسألة المعطاة.
1mعدد صحيح و  يمكف أف يكوف ملاحظة :  m    أي كسري في معادلة انتشار

 ف مرتبة كسرية.الموجة و تبقى معادلة تفاضمية م
 الآتية : الكسرية حل المعادلة التفاضمية ذات المرتبة :مثال

   2

2

‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏
; 0 1

‏ ‏ ‏ ‏

,u u x t

x

x t

t






 
  

 
 

   الآتية: الحديةالشروط  و يرط الابتدائمع الش ,0u x chx 

     0,    ,      0, 0xu t E t u t

  

 المعطاة:الزاكي لطرفي المعادلة  –لحؿ ىذه المسألة نأخذ تحويؿ لابلس 
   2

2

‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏ ‏

‏ ‏ ‏

,

‏

u u x t
L

t

x

x

t
E LE





    
   

    
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 بتطبيؽ خواص المشتقات ذات المراتب الكسرية والطبيعية نجد:

      2 21
( ) ( ( ,0))   0, ( , )xLE u p L u x s LE u sE u t E u x t

p





    

 2
2 2

2

‏ ‏ ‏ ‏
 

1

1 1
s

p p

p s s p
LE u

s



 

 
 


 

 
 

 
  

2 2

2

2 1 1
 

1

1

1

p p sp

p s p

ss
LE u



 

      
 

  


 

 
2 2

2

2

( 1)(1 )

1 sp ps p s

p
LE u

s p









  
 
 


 

 

 
2

2( 1)(1 )

sp
LE u

s p


 
 

  بأخذ تحويؿ لابلس الزاكي العكسي لمطرفيف نجد:   ,  u x t chx E t  

الزاكي( عندما يكوف تحويؿ لابلس -يمكف تعميـ التحويؿ المدروس ) تحويؿ لابلسملاحظة : 
 الداخؿ فيو ثنائي الجانب عندئذ يكوف:

    
0

,   , (120.2)

t
sx

pLE f x t p e f x t dxdt

  





   

0و ذلؾ مف أجؿ  ,t x    . 

 أهم النقاط التي وردت في الفصل الثاني:
درسنا تحويؿ تكاممي مضاعؼ جديد نواتو عبارة عف جداء نواتي تحويميف تكامميف  .4

 الزاكي التكاممي -بسيطيف مختمفيف ىما تحويمي لابلس و الزاكي و ىو تحويؿ لابلس
إلى مبرىنات معززة بالبرىاف للستفادة منيا و مما  عرفنا التلؼ الخاص بو لنتطرؽ .2

سبقيا مف تعاريؼ في تطبيقات ىذا التحويؿ عمى المعادلات التفاضمية الجزئية الخطية 
و غير الخطية مف مراتب صحيحة و كسرية و جمميا كذلؾ المعادلات التكاممية الخطية 

 و غير الخطية بنواة مستمرة أو شاذة .

المضاعؼ مع طرؽ تقريبية لمحصوؿ عمى طرؽ سيمة و فعّالة لحؿ  دمجنا ىذا التحويؿ .3
 المعادلات التفاضمية غير الخطية و جمميا .
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 الفصل الثالث

 و حالات خاصة منه ( و تطبيقاتهME) الزاكي –تحويل ميمين 

 تمهيد: 

وارد في الفصل الثاني لو طابع مختمف عن التحويل ال مختمط آخر تحويل مضاعفندرس في ىذا الفصل 
فنتج شيء من الاختلاف في الخواص و النتائج و التلاف  من كثير حدود و تابع أسيخميط حيث نواتو 

و قد تطرقنا إلى علاقة ىذا التحويل بتعميم مل في ىذه الأطروحة.لععمى ابالإضافة لمتطبيقات ليضفي أىمية 
في تطبيقات ىذا  اً أساسي اً و مبرىنات عديدة كانت محور  السابق بالإضافة إلى خواص و تعاريف التحويل

لأمر نتج لدينا من تغيير في المتحول بالتحويل الذي بالفصل السابق حالات خاصة من التحويل كذلك ا
الزاكي اقتصرنا في دراستيا عمى -الزاكي و ميمين غير التام-الزاكي و ىما ميمين المنتيي-تحويل ميمين

 خواص وتعاريف ومبرىنات أساسية و لم نتطرق لتطبيقات ليما عمى وجو الخصوص. 

 :الزاكي  –يل ميمين تعريف تحو . 3.1

)لتكن  , )f x t  دالة معرفة ومستمرة قطعيا قابمة لممكاممة عمى   0, 0,    عندئذ يمكن تعريف تحويل
 الزاكي بالعلاقة : –ميمين 

1 /

0 0

( ( , )) ( , , ) ( , ) (1.3)s t p

X tME f x t M E f x t p x e f x t dxdt

 

     

s,حيث  p  بالرمز :ا  التحويل ذو يرمز لي    ( , ))( , ) ( ( , ); , ,ME f x t s p M f x t s p F s p  

 : وط وجود التحويلر ش. 3.1

)لتكن , )f f x t  دالة مستمرة عمى   0, 0,   وكذلك:  
/

/

/

/

( ) ,

( ) ,
( , ) (2.3)

( ) ,

( ) ,

a t b

a t b

c t d

c t d

o x e for x t const

o x e for t x const
f x t

o x e for x t const

o x e for t x const









  
 

  

  
 
   

 

)عندئذ )ME f  جل أي  أموجود من ,s p  حققيو:    Re( ) , , Re( ) ,s a c p b d  
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 : الزاكي-سعلاقة التحويل بتحويل لا بلا. 1.1

تحويل لابلاس البسيط و المدمج مع تحويل  كان لزاكي بحيثا-سفصل السابق درسنا تحويل لا بلافي ال
تصبح علاقة عندئذ فذا كان تحويل لا بلاس  ثنائي الجانب إو تحويل لا بلاس  أحادي الجانب فالزاكي ى

 الزاكي ىي :-تحويل ثنائي لا بلاس

/

0

( ( , )) ( , ) sx t pLE f x t p f x t e e dxdt

 

 



   

xuوبالتالي نفرض  e     ومنوxdu e du ل:حدود التكام أما 

0 &x u x u    
0

/

0

1 /

0 0

( ( , )) ( ln , ) ( )

( ln , )

s t p

s t p

du
LE f x t p f u t u e dt

u

p f u t u e du dt







 

 

   

 

 

 

 

)نفرض    , ) ( ln , )g u t f u t    عندئذ: 

( ( , )) ( ( , )) (3.3)xLE f x t ME f e t    

)                                            أو   ( ln , )) ( ( , )) (4.3)LE f u t ME f u t  

 خواص تحويل ميمين الزاكي :. 3.1

)لتكن   , )f x t  1و( , )f x t  2و ( , )f x t    دوال معرفة عمى   0, 0,    وتحقق شروط وجود تحويل
,الزاكي ليا ولتكن  -نميمي , ,a     : عندئذ 

 :ىم الخواص و أبرزىا ىذه الخاصية حيثأ:  من  الخطية خاصة .3.4.1

     1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (5.3)ME f x t f x t ME f x t ME f x t      

 :ثباتالإ

  1 /

1 2 1 2

0 0

( ( , )) ( , )) ( , ) ( , ) s t pME f x t f x t p f x t f x t x e dxdt   
 

     
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1 / 1 /

1 2

0 0 0 0

( , ) ( , )s t p s t pp f x t x e dxdt p f x t x e dxdt 
   

        

 1 2( ( , )) ( , )ME f x t ME f x t   

 :خاصة التحاكي .3.4.1

( ( , )) ( ( , ); , ) ; , (6.3)
sa

ME f ax bt ME f x t s bp a b
b



  

:ثباتلإا
                  

1 /

0 0

( ( , )) ( , ) s t pME f ax bt p f ax bt x e dxdt

 

    

axنفرض  u  وbt v و منو : 

1

0 0

( , )( )

( ( , ); , )

v

s bp

s

u du dv
p f u v e

a a b

a
ME f x t s bp

b

 










 
 

 : (shifting)خاصة الانسحاب  .1.4.1

1

0 0

1
( )

( ) 1

0 0

( ( , )) ( , )

( , )

t

a bt a bt s p

t b
s a p

ME x e f x t p x e f x t x e dxdt

p f x t x e dxdt

  
 

   
 





 

 

 

بفرض : 
1 1

1

p
b q

q p bp
   


 وهو الوسٌط الثانً للتحوٌل عندئذ:    

( ( , )) ( ; , ) (7.3)
1

a bt p
ME x e f x t ME f s a

bp

  


 

 :مبرهنة. 4.4.1

)لتكن  , )f f x t  الزاكي ليا و ليكن -تحقق شروط وجود تحويل ميميندالةa  :عندئذ 

( ( , )) ( ( , ); , ) (8.3)aME x f x t ME f x t s a p  
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 :تالاثبا

1

0 0

( ) 1

0 0

( ( , )) ( , )

( , )

( ( , ); , )

t

a a s p

t

s a p

ME x f x t x f x t x e dudt

p f x t x e dudt

ME f x t s a bp

 




 


 





 

 

  

)لتكن  مبرهنة:. 3.4.1 , )f f x t الزاكي عندئذ:-دالة تحقق شروط وجود تحويل ميمين 

3)                    2( ( , ); , ) ( ) ( ) (9.3)ME tf x t s p p ME f pME f
p


 


 

 :الاثبات

1

0 0

1 1

2

0 0 0 0

2

( ( , )) ( , )

( , ) ( , )

1 1
( ( , )) ( ( , ))

t

sp

t t

s sp p

ME f x t p f x t e x dudt
p p

t
f x t e x dudt p f x t x e dudt

p

ME f x t ME tf x t
p p

 




    
 

 


 

  

 

 

   
 

و منو :
                

2( ( , ); , ) ( ) ( )ME tf x t s p p ME f pME f
p


 


 

3                              )
2

2 4

2
( ( , )) ( ) (10.3)ME t f x t p ME f

p





 

الإثبات:

       

2

2

1 1

0 0 0 0

1 1

2 2

0 0 0 0

2
1

2

0 0

2

4

( ( , )) ( ( , ))

1
( , ) ( , )

1
( , ) ( , )

1
( , )

1
(

t t

s sp p

t t

s sp p

t

s p

ME f x t ME f x t
p p p

f x t x e dxdt f x t t x e dxdt
p p

t
f x t x e dxdt tf x t x e dxdt

p p

t
f x t x e dxdt

p p

ME t f
p

    
 

    
 

 




   
  

   

 
  
   

 





   

   

 

( , ))x t
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و بالتالي:
                           

2
2 4

2
( ( , )) ( )ME t f x t p ME f

p





 

 :سنجدبالمثل 

1                )
3 2

3 6 5

3 2
( ( , )) ( ) 3 ( ) (11.3)ME t f x t p ME f P ME f

p p

 
 

 
 

 تعميم:
1

2 2 1

1

!
( ( , )) ( ) ( )

1

b b
b b b

b b

b
ME t f x t p ME f P ME f

p b p






 
 

  
 

2 2
2 2 2 ( 2)

2 2

! !
( ) ...... ( )

2 2

b
b b b

b

b b
P ME f P ME f

b p p


  



 
  

  
 

2b      :حيث . 

 مبرهنة:. 3.3.1

)لتكن , )f x t  عمى  مستمرةمعرفة و دالة   0, 0,   و قابمة للاشتقاقn لممتغير مرة بالنسبةx  و تحقق
 :الزاكي ليا عندئذ -مين يشروط الوجود لتحويل م

3) 

                   

1

0 0

0 0

( ( , )) ( , )

( , )

t

s p

t

sp

ME x f x t p x f x t x e dxdt
x x

p e dt x f x t dx
x

 




 


 


 






 

 

 

بالمكاممة بالتجزئة حيث:
          

1

( , ) ( , )

s sx u sx dx du

f x t dx dv f x t v
x

  


  



 

نجد :
       

1

0
0 0

( ( , )) ( , ) ( , )

t

s spME x f x t p e dt x f x t s x f x t dx
x

 
 


   
       

  

)الزاكي لمدالة -و من شروط الوجود لتحويل ميمين , )f x t :نحصل عمى 

1

0 0

( ( , )) ( , ) ( ( , )) (12.3)

t

spME x f x t ps e x f x t dtdx sME f x t
x

  


   
   
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3  )          
2 2

2 2 1

2 2

0 0

( ( , )) ( , )

t

s pME x f x t p x f x t x e dxdt
x x

  
 


   

1 ( 1)s sx u s x dx du     
2

2
( , )) ( , )f x t dx dv v f x t

x x

 
  

 
 

2
2 2

2

00 0

2

00

( ( , )) ( , ) ( 1) ( , )

( , ) ( 1) ( ( , ))

t

sp

t

p

ME x f x t p e dt x f x t s x f x t dx
x x x

p e x f x t dt s ME x f x t
x x

 





     
         

  
     

 



 

بفرض وجود 
1 2,  من ,a c  2و يتحقق 2

0
lim 0 &lim 0
x x

f f
x x

x x 

 
 

 
                    

عندما
1 2Re( )s   :عندئذ 

2
2

2
( ( , )) ( 1) ( ( , )) (13.3)ME x f x t s s ME f x t

x


 


 

 بالمثل و بالمكاممة بالتجزئة أيضاً سنجد :

1)                 
3

3

3
( ( , )) ( 1)( 2) ( ( , )) (14.3)ME x f x t s s s ME f x t

x


   


 

 :التعميم

( ( , )) ( 1) ( 1)( 2) ..... ( 1) ( ( , )) (15.3)
n

n n

n
ME x f x t s s s s n ME f x t

x


       


 

     ملاحظة : 

 :عادلات التفاضمية الجزئية من الشكلمىذه المبرىنة نستفيد منيا عند حل ال

0 0

( , ) ( , ) ( , ) (16.3)
q rm n

q

q rq r
q r

a x f x t b f x t g x t
x t 

 
 

 
  

  .الزاكي -كتطبيق لتحويل ميمينو التي تسمى معادلات كوشي التفاضمية الجزئية و ذلك  

 :مبرهنة. 3.3.1
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(ln ( , )) ( ( , )) (17.3)
k

k

k
ME x f x t ME f x t

s





 

 : الاستقراء الرياضينثبت صحة ىذه المبرىنة بس  الإثبات:

1kنثبت صحة العلاقة من أجل   -3 : 

               أي لنثبت صحة العلاقة:
      

(ln ( , )) ( ( , ))ME x f x t ME f x t
s





 

 حيث:لنأخذ الطرف الأيمن من المعادلة     

1

0 0

1

0 0

( ( , )) ( , )

( , ) (ln )

(ln ( , ))

t

s p

t

s p

ME f x t p f x t x e dxdt
s s

p f x t x x e dxdt

ME x f x t

 




  


  
  

    





 

  

kجل أنفرض صحة العلاقة من  -3 m: 

(ln ( , )) ( )
m

m

m
ME x f x t ME f

s





 

1kجل أصحة العلاقة من  نثبت -1 m : 
1 1

1

1 1

0 0

1

0 0

1 1

0 0

1

( ) ( , )

( ( , )) (ln ( , ))

ln ( , )

ln ( , )

ln ( , )

tm m
s p

m m

m
m

m

t

m s p

t

m s p

m

ME f p f x t x e dxdt
s s

ME f x t ME x f x t
s s s

p x f x t x e dtdx
s

p x f x t x e dtdx

ME x f x t

   


 

 




  
 



  
  

    

   
       







   

 

 

 

 

 :نةمبره. 3.3.1
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)لتكن , )f x t  عمى  قابمة للاشتقاق و مستمرةمعرفة و دالة   0, 0,    و تحقق شروط الوجود لتحويل
 :الزاكي ليا عندئذ -ممين 

3   )              ( ( , )) ( 1) ( ( , ); 1, )) (18.3)ME f x t s ME f x t s p
x


   


 

 :الاثبات

1

0 0

1

0 0

( ( ( , )) ( , )

( , )

t

s p

t

sp

ME f x t p f x t x e dtdx
x x

p e dt x f x t dx
x

 




 




 


 






 

 

 

1                بالمكاممة بالتجزئة:  2( 1)s su x s x dx du     

( ( , )) ( , )f x t dx dv f x t v
x


  


 

1 2

0
0 0

( ( ( , )) ( , ) ( 1) ( , )

t

s spME f x t p e dt x f x t s x f x t dx
x

 
 

 
   
        

  

1من شروط وجود التحويل لدينا : 1

0
lim ( , ) 0 &lim ( , ) 0s s

x x
x f x t x f x t 

 
  :عندئذ 

( 1) 1

0 0

( ( ( , )) ( 1) ( , )

( 1) ( ( , ); 1, )

t

s pME f x t s p f x t x e dxdt
x

s ME f x t s p

 


 
  



   

  

3 )                1
( ( ( , )) ( ( , ) ( ( , )) (19.3)ME f x t ME f x t pM f x t

t p


 


 

 :الاثبات

1

0 0

1

0 0

( ( ( , )) ( , )

( , )

t

s p

t

s p

ME f x t p f x t x e dxdt
t t

p x dx e f x t dt
t

 




 




 


 






 

 

 

بالمكاممة بالتجزئة:
                      

1
t t

p pe u e dt du
p

 

    
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( ( , )) ( , )f x t dt dv f x t v
t


  


 

1

0 00

1 1

0 0 0

1
( ( ( , )) ( , ) ( , )

( , ) ( ,0)

1
( ( , ) ( ( ,0))

t t

s p p

t

s sp
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1 )             
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2

( , )
( 1)( 2) ( ( , ); 2, ) (20.3)

f x t
ME s s ME f x t s p
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 
    
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:الاثبات
                          

2 2
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( , )
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t

s pf x t
ME p f x t x e dxdt

x x

  
  

 
  

  

2
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t

sp f x t
p e dt x dx

x

 
 


  

1 2( 1)s sx u s x dx du     
2

2

( , )
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f x t
dx dv f x t v

x x

 
  

 
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1
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( , ) ( 1) ( ( , ); 1, )

t
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t
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f x t
ME p e dt x f x t s x f x t dx

x x x

p e x f x t dt s ME f x t s p
x x

 


 






      
             

  
      

 
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بفرض وجود 
1 2,  من ,a c  1و يتحقق 1

0
lim 0 &lim 0s s

x x

f f
x x

x x

 

 

 
 

 
                    

عندما
1 2Re( )s   :عندئذ 

2
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   
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4)          
2

2 2

( , ) 1
( ( , )) ( ( ,0)) ( ( ,0)) (21.3)t

f x t
ME ME f x t M f x pM f x

x p

 
   

 
 

 :الاثبات
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f x t
ME p f x t x e dxdt
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
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

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1
t t

p pe u e du
p

 

    

2

2
( , ) ( , )f x t dt dv f x t v

t t

 
  

 
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t t

s p pp x dx e f x t f x t e dt
t p t


 

 


    
   

     
  
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1
( ( , )) ( ,0)sME f x t p x f x dt

p t t



 
 

  
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1
( ( , )) ( ( ,0)) ( ( ,0))ME f x t M f x pM f x
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
  


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t
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f x t f x t
ME p x e dxdt

x t x t
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 

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  
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    




 
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1 2( 1)s sx u s x dx du     
2 ( , ) ( , )f x t f x t
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x t t

 
  

  
  

2
1 2
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( , ) ( , ) ( , )
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t

s spf x t f x t f x t
ME p e dt x s x dx

x t t t

 
 

     
              
  
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( 1) 1 1
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( , ) ( , )
( 1)

t

s sp f x t f x t
s p e x dxdt E x

t t

  
  

   
          

  

بفرض وجود 
1 2,  من ,a c  1و يتحقق 1

0
lim 0 &lim 0s s

x x

f f
x x

x x

 

 

 
 

 
                    

عندما
1 2Re( )s   :عندئذ 

2
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( 1)

t

s pf x t f x t
ME s p x dx e dt

x t t

  
   

  
   
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 
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  

( 1) 1 ( 1) 1
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t

s sps p x f x dx s p f x t e x dxdt

   
          

( 1)
( ( , )); 1, ) ( 1) ( ( ,0)); 1) (22.3)

s
ME f x t s p s pM f x s

p


      

):  لتكن  مبرهنة 9.4.3 , )f x t   دالة مستمرة عمى   0, 0,   وقابمة لممكاممة  عمى    1 20, 0,a a 
 عندئذ

0 0

( , ) ( ( , )); 1, ) (23.3)

x t
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ME f d d ME f x t s p
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0شتق تكامل بوسيط  حيث لمتز بنمن قاعدة لي & 0t x    : 

 
( ) ( )
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( , ) ( , ( )) ( ) ( , ( ) ( ) ( , )

b x b x

a x a x

d d d d
f x t dt f x b x b x f x a x a x f x t dt

dx dx dx dx
    
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f d u f t dt du      
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 :يعطى بشكل عام بالعلاقة   : التلافتعريف 5.3 
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 أما ما يدعى بتلاف ميمين فيعطى بالعلاقة:

0
( * ) ( ) ( , ) (25.3)m
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f g f g d


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)لتكنالآن   , ), ( , )g x t f x t مستمرتين عمى ن يدالت   0, 0,    تلاف ىاتين الدالتين بالعلاقة : و لنعرف 

0 0
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 يذا التلاف فإنّ المبرىنة الآتية ستوضح ذلك.ل لزاكيا-و الأىم ىو تحويل ميمين
 التلاف:مبرهنة  1.5.3

)لتكن , ), ( , )g x t f x t فعندئذ ليماالزاكي  -ن تحققان شروط وجود تحويل ميمينيدالت : 
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) لتكن:مبرهنة 2.5.3  , ), ( , )f f x t g g x t  معرفتين و مستمرتين عمى  دالتين   0, 0,   و ليكن 
( ) ( ; , )ME f ME f s p الزاكي لمدالة -ىو تحويل ميمين( , )f x t   و( ) ( ; , )M g M g s t تحويل ميمين 

) لمدالة , )g x t :عندئذ تتحقق 
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 مبرهنة : 1.5.1

f,اذا كانت  g  0دالتين معرفتين عندما &0x t    شروط الوجود لتحويل ميمين  انتحقق اوكانت
 ا ىو:ما وأيضا تلاف ميمين ليمالزاكي لي
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f,اذا كانت    مبرهنة : 4.5.3 g 0ن عندما ين معرفتيدالت &0x t    شروط  انتحقق اوكانت
  :يعطى بالعلاقة  كان تلافيماا و مالزاكي لي -د لتحويل ميمينالوجو 

0

( * ) ( , ) ( , ) ( , )

t

f g x t x t g u d    

:عندئذ
               

1
( * ) ( ; , ). ( ; , ) (30.3)ME f g ME g s p E f x p

p
 

:الاثبات
            

1

0 0 0

( * ) ( , ) ( , )

tt

s pME p g p f x t g x d x e dxdt  

 


 

  
 

   

1

0 0 0

( , ) ( , ) ( , )

t

s pp f x t H x t g x d x e dxdt   

  


 

   
 

   

1

0 0 0

( , ) ( , ) ( , )

t

s pp g x x dxd f x t H x t e dt   

  


 

   
  

   

1; & 0
( , )

0; & 0

t x
H x t

t x






 
  

 
 

1

0 0 0

( , ) ( , )

t

s pp g x x dxd f x t e dt


  

   


 

  
  

    

tنفرض  v dt dv       0وحدود التكامل&t v t v     

1

0 0 0

( , ) ( , )

v

s pp g x x dxd f x v e dv



 

   

    

1

0 0 0

( , ) ( , )

v

s p pp g x x e dxd f x v e dv



 

   

    

1
( ; , ). ( ; , )ME g s p E f x p

p
 

)إذا كانت مبرهنة :  5.5.3 , )f x t  دالة معرفة ومستمرة عمى   0, 0,    و قابمة لممكاممة عمى
   0, 0,a b  عندئذ 

0

1
( , ) ( ( , ); 1, ) (31.3)

x

ME f t d ME f x t s p
s

    
   
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 الاثبات :

 

1

0 0 0 0

1

0 0 0

( , ) ( , )

( , )

t
x

s p

t
x

sp

ME f t d p f t d x e dxdt

p e dt f t d x dx

   

 


  




 



   
      



   

  

 

0  وحسب قاعدة ليبنتز  
( , ) ( , )

x

u f t d du f x t dx       ،1 1s sdv x dx v x
s

   

0 0 0 0
0

1
( , ) ( , ) ( , )

1
( ( , )); 1, ) ;Re( ) 0

t s
x

sp x
ME f t d p e dt f t d x f x t dx

s s

ME f x t s p s
s

   


               

  

   
 

 : مبرهنة  6.5.3    

0

1 1
( , ) ( ( , )); , ) (32.3)ME f t d ME f x t s p

x s
 

 
 

 
 

 الإثبات:

 

2

0 0 0 0

0

1
( , ) ( ( , ) )

( , ) ; 1,

t
x

s pME f t d p x e f t d dxdt
x

ME f t d s p

   

 


  





 
 

 

 

   



 

 نحصل عمى : اعتمادا عمى المبرىنة السابقة

0

1 1
( , ) ( ( , )); , )ME f t d ME f x t s p

x s
 

 
 

 
 

 :الزاكي لبعض الدوال الأساسية -تحويل ميمين 6.3
)                                   الدالة الأسية  : (3 , ) x btf x t e   

( ) 1

0 0

1

0 0

( )

t

x bt x bt s p

t

ax s bt p

ME e p e x e dxdt

p e x dx e e dt

 

 


    

 


  





 

 
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dz  بفرض:
z ax dx

a
   : و منو 

11
( )

( )

0 0

1
( )

0

( )

1
( ) ( ) (33.3)

1 1

s
b t

x bt z p

sb t
s p

z dz
ME e p e e dt

a a

a p
a s e s

bp
b

p



   
  



 


 
  

 

 
 

    
 

  

 

 

)Reحيث   ) 0s  
 فيسايد) الدرجية(:يدالة ى (3

0 0( , ) ( )f x t H x x t t   
1

0 0

0 0

( ) ( )

t

s pME f P H x x t t x e dx dt

  
    

0 0

0 0

0 0

0 ; &
( )

1 ; &

x x t t
H x x t t

x x t t

 
  

 

 

0 0

1( )

t

s p

t x

ME f p x e dx dt

 


   

)Reفي حال  ) 0s : 
0

0 0

0( ) ( ) (34.3)

tt ss
p p

x t

xx
ME f p e p e

s s


   

    
    

 

1)                0( , ) ( ) a bf x t H x x x t  

1

0

0 0

( ) ( )

t

a b s pME f P H x x x t x e dx dt

  
   

 حسب تعريف دالة ىيفيسايد :

( ) 1

0

0 0

( )

t

s a b pP H x x x dx t e dt

  
    

tبفرض   
z dt pdz

p
  : نحصل عمى 
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0

0

( ) 1

0

2

( )

( 1)

s a b z

x

s a
b

x

p x dx pz e p dz

x
p b

s a

 

  








 
       

 
 

)Reبفرض  )s a  :عندئذ 

20 ( 1)
s a

bx
p b

s a


  


 

2

0 ( 1) (35.3)
b

s ap
x b

s a


  


 

 :عند إيجاد تحويل ميمين الزاكي لمدالة الاسية وجدنا :نتيجة 

( )( ) ( )
1

s
ax bt a p

ME e s
bp


   


 

 :ومنو
( )( ) ( )

( )
( ) (36.3)

1

ax bt i aix bit

s

ME e ME e

ai p
s

ibp

 






 



 

:وأيضاً 
                            

( ) ( )
( ) ( ) (37.3)

1

s
ax bt i ia p

ME e s
ibp


  

 


 

 الدوال المثمثية: (3
1) ( , ) sin ( )f x t ax bt  

 نعمم أنّ: 
( ) ( )

sin ( ) (38.3)
2

ax bt i ax bt ie e
ax bt

i

  
  
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 نجد:الزاكي  -واعتماداً عمى خاصة الخطية لتحويل ميمين
( ) ( )

( ) ( )

(sin( ))
2

1
( ) ( )

2

1 ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1

ax bt i ax bt i

ax bt i ax bt i

s s

e e
ME ax bt ME

i

ME e ME e
i

ai p ai p
s s

i ibp ibp

  

  

 

 
   

 

   

  
    

  

 

)Reحيث  ) 0s  

2 2

2 2

( ) ( )
( )

2 1 1

( )
( ) (1 ) ( ) (1 )

2 (1 )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 (1 )

s S S

s
s s

s
s s s s

a i i
p s

i ibp ibp

a p s
i ibp i ibp

i b p

a p s
i i ibp i i

i b p

  


 


   

  
   

  


       


              

 

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(1 ) 2 2

s s s s sa p s i i i i
bp

b p i

          
  

  
 

ln( ) ln( ) ln( ) ln( )

2 2

( )

(1 ) 2 2

s s i s i s i s ia p s e e e e
bp

b p i

           
  

  
 

 :نعمم أن

ln( ) ln(1) ( )
2 2

i i i
 

     

ln( ) ln(1) ( )
2 2

i i i
 

   

 :ومنو نجد

2 2 2 2

2 2

( )

1 2 2

s i s i
s i s i

sa p s e e e e
pb

b p i

   
   


 

    
 
  

 

2 2

( )
sin( ) cos ( ) (39.3)

1 2 2

sa p s s s
bp

b p

    
    
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  2) ( , ) cos( )f x t ax bt  

 و كون: أيضا من النتيجة السابقة
( ) ( )

cos( ) (40.3)
2

ax bt i ax bte e
ax bt

  
  

 :من خاصة الخطية لتحويل ميمين الزاكي نجد 

( ) ( )1
(cos( )) ( ) ( )

2

ax bt i ax bt iME ax bt ME e ME e       

1 ( ) ( ) ( )
( )

2 1 1

s sai p ai p s
s

ibp ibp

   
   

  
 

)Reحيث  ) 0s  

2 2

1 ( )
( ) ( ) (1 ) ( ) (1 )

2 1

s
s sa p

s i ibp i ibp
b p


        

 

ln( ) ln ln( ) ln( )

2 2

( ) ( )

1 2 2

s s i s i s i s ia p s e e e e
ibp

b p

         
  

  
 

2 2 2 2

2 2

( ) ( )

1 2 2

s s s s
i i i i

sa p s e e e e
ibp

b p

    
 


 

    
 
  

 

2 2

( ) ( )
cos( ) sin( ) (41.3)

1 2 2

sa p s s s
i bp

b p

    
    

 

3) ( , ) sin( )ax btf x t e cx dt   

   

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( sin( ))
2

1

2

cx dt i cx dt i
ax bt ax bt

a ci x b di t a ci x b di t

e e
ME e cx dt ME e

i

ME e ME e
i

  
   

         

 
   

 

  
 
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2 2 2

2 2 2

1 ( ) ( ) ( )
( )

2 1 ( ) 1 ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )

2 (1 ) (1 )

1 ( )
( ) ((1 ) )) ( ) ((1 ) )

2 (1 )

( )
(1 )

(1 )

s s

s s

s s

s

a ci p a ci p s
s

i b di p b di p

a ci p s a ci p s

i b idp b idp

p s
a ci b idp a ci b idp

i b d p

p s e
b

b d p

 

 

 



   
   

     

    
  

    


          


 

 

ln( ) ln( ) ln( ) ln( )

2 2

a ci s a ci s a ci s a cie e e
dp

i

           
    

    

 

2  بفرض 2arctan ,
c

r a c
a

    :عندئذ 

(ln ) (ln ) (ln ) (ln )

2 2 2

( )
(1 )

(1 ) 2 2

s r i s r i s r i s r ip s e e e e
b dp

b d p i

                
      

      
 

ln ln

2 2 2

( )
(1 ) sin( ) cos( ) (42.3)

(1 )

s r s rp s
b e s pd e s

b d p
  

     
 

 سبق نجد بسيولة أن : مما

ln ln

2 2 2

( )
4) ( cos( )) (1 ) cos( ) sin( ) (43.3)

(1 )

ax bt s r s rp s
ME e cx dt b e s ipd e s

b d p
    

      
 

)Reحيث  ) 0s  
sin ( ln );0 1& 0

5) ( , )
0 ; 1 0

a x bt x t
f x t

x or t

   


 
 

1

1

0 0

( ) sin( ln )

t

s pME f p a x bt x e dxdt



   

lnنفرض   ,z zx z x e dx e dz     أما حدود التكامل: 

0 , 1 0x z x z      

( 1)

0 0

( ) sin ( )

t

s z zpME f p az bt e e e dzdt

 

     
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0 0

sin ( )

t

sz pp az bt e e dzdt

 

   

2 3

2 2 2 2
(sin ( ) ) (44.3)

( )(1 )

ap sbp
LE ax bt

s a b p


  

 
 

 .وذلك من الفصل الثاني
cos( ln );0 1& 0

( , )
0 ; 1 0

a x bt x t
f x t

x or t

   


 
 

2 3

2 2 2 2
( ) (cos ( ) ) (45.3)

( )(1 )

sp abp
ME f LE ax bt

s a b p


  

 
 

 :الزاكي-التحويل العكسي لتحويل ميمين7.3 

 إنوالزاكي حيث -الصيغة العكسية لتحويل ميمين الزاكي  من خلال علاقتو مع تحويل لا بلاس  دسنوج
 الزاكي ىي –الصيغة العكسية لتحويل لا بلاس تصبح[  32] يتش ماعتمادا عمى صيغة برو 

1 1

2

1 1
( , ) ( ( , )) ( ( , )) ( , ) (46.3)

(2 )

ii

sx pt

i i

f x t LE LE f x t LE f s p pe f s dsdp
i p



 


  

  

   

     

)                            و بما أن , ) ( ( , )) ( ( ln , ))F s p ME f x t LE f x t   

   1 1( , ) ( , ) ( ln , )f x t ME ME f x t LE LE f x t     

ln

2

1 1
( , )

(2 )

ii

s x pt

i i

p e f s dsdp
i p



 


  



   

   

2

1 1
( , )

(2 )

ii

s pt

i i

p x e f s dsdp
i p



 


  

   

   

)Reو   ن المكاممة تتم عمى كفاف بروميتشإحيث  ) 0s  

)لتكن : (3)نتيجة , )f f x t  1أي  المتغيرات فصولةدالة 2( , ) ( ). ( )f x t f x f t   لكن ىذه الدالة محققة
 الزاكي ليا عندئذ :-مينيشروط وجود تحويل مل

   1 2( ( , )) ( ) . ( )ME f x t M f x E f t       1 2( , ) ( ). ( )f s p f s f p  
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لمدالة  الزاكي -ميمينشرط النتيجة السابقة عندئذ يمكن إيجاد التحويل العكسي لتحويل  تاذا تحقق :(3)ةنتيج
 رواسب كالآتي:مبرىنة الباستخدام 

1 2

1 1

1
( , ) Re ( ( )) Re ( ( ))

i i

n n
s pt

s s p pi i

f x t s x f s s pe f
p

 

  

   

1        :حيث 2 , 1 2 ,, ,...., & , ,....,n ns s s p p p  الو مدلنقاط شاذة
2

1
( )f
p

)1و    )f s  عمى الترتيب .  

تطبيقات تحويل ميمين الزاكي:  8.3 

 تفاضمية جزئية ذات أمثال متغيرة: تحل معادلا1.8.3 

قام العديد من الباحثين بحل معادلات تفاضمية جزئية بأمثال متغيرة باستخدام بعض التحويلات التكاممية 
ن استخدام تمك التحويلات كتحويل إالبسيطة و المضاعفة و لكن كانت جميع ىذه الطرق غير فعالة حيث 

 وغيرىا . يكذلك الزاكو لابلاس البسيط و المضاعف 
كان تطبيقيا لحل ىذا النوع من المعادلات ينقمنا إلى معادلات تفاضمية معقدة و صعبة  كل تمك التحويلات

ن المعادلات ابسط و أسيل الحل و سنلاحظ ان استخدام التحويل المضاعف الجديد سيجعل حل ىذا النوع م
  ية سيمة الحلبر بعض المعادلات إلى معادلات ج تطبيقو مباشرة عمى ينقمناو س

تية لتكن المعادلة التفاضمية الآ :كتطبيق  
2 2

2

2 2
( , ) ( , ) (47.3)

u u u u
ax bx c d eu x t f x t

x x t t

   
    

   
 

:مع الشروط الابتدائية   

1

2

( ,0) ( )

( ,0) ( )t

u x g x

u x g x




 

وىي معادلة  تفاضمية جزئية من الدرجة الثانية ذات أمثال متغيرة و غير متجانسة لحل ىذه المعادلة نطبق 
نجد:مع خاصة الخطية بيذا التحويل تحويل ميمين الزاكي عمى طرفييا   

2 2
2

2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

u u u u
a ME x b ME x c ME d ME e ME u ME f

x x t t

   
    

   
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  :بتطبيق مبرىنة الاشتقاق نحصل عمى

1 2( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c

as s ME u b s ME u ME u M g pM g
p

     

1( ) ( ) ( ) ( )
d

ME u pM g e ME u ME f
p

    

 حصل عمى:نيا ة جبرية سيمة الحل بحموىي معادل

 1 2 1
2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (48.3)

( ( ) )

ME u M g pM g pM g ME f
c d

as a b e
p

   


   

 

)نأخذ تحويل ميمين الزاكي العكسي لطرفي المعادلة الأخيرة نحصل عمى  , )u x t حل المعادلة المعطاة. 

: : يمكن حل المعادلة من الشكل  تعميم
     0 0

( , ); ( , )
k ln m

k

k lk l
k l

u u
a x b F x t u u x t

x t 

 
  

 
  

 مع شروط ابتدائية وىذه المعادلة تسمى معادلة كوشي

;1لتكن  (: 3)مثال 0a b c d e      ًأيضا ( , ) 0, ( , )f x t u u r   عندئذ يكون 
2 2

2

2 2
0

u u u
r r

r r 

  
  

  
 

ط الابتدائية  و مع الشر  0( ,0) 0, ( ,0) ; ,u r u r r r r    

ميا نطبق التحويل المدروس عمى طرفييا مع خاصة الخطية لحوىي معادلة لا بلاس مع الشروط الابتدائية 
 ومبرىنات الاشتقاق

1
( 1) ( ) ( ) ( ) ( , ,0) ( , ( ,0)) 0s s ME u s ME u ME u M u r pM u r

p
      

1
2 01

( ) ( )
1

sr
s ME u ME u p s

p s



 


 

1 12 2

0 0

2

1
( ) ( ) ( )

1 1 1

s sr rs p p s
ME u p s ME u

p s s p s

 


   
  

 

1

( , )
ME

u r r sin 


  
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b,:  عندما (3) مثال r e r   21و
1, 0,

2
d c a    

 :التفاضمية الجزئية سكولز -بلاك لةعندئذ نحصل عمى معاد

2 21
0

2
t xx xu x u r xu ru    

                     :مع الشروط ( ,0) ( ) ; 0,u x h x x   

  المعادلة نحصل عمى : خاصة الخطية عمى طرفي معMEبتطبيق تحويل  

2 21
( ) ( ) ( ) ( ) 0

2
t xx xME u ME x u r ME xu rME u    

 نجد :ستفادة من مبرىنات الاشتقاق بالا

21 1
( ) ( ( )) ( 1) ( ) ( ) ( ) 0

2
ME u pM h x s s ME u rs ME u rME u

p
      

2 2 21 1 1
( ) ( ( ))

2 2
s s rs r ME u pM h x

p
 

 
     

 
 

)لتكن  ( )) ( )M h x h s 
2 2 22 2 2

( ) ( )
2

p s p s rps rp
ME u ph s

p

     
 

 
 

2 2 2

2 2

1 2 2 2
( , ) ( ) 2

(2 )

ii

s pt

i i

s s rs r
u x t px e h s dsdp

i p p p p p



 

 



  

 

   

 
     

 
  

2عندما  :حالات خاصة , 1r   أما الشرط الابتدائي 

 ln ; 0,1
( ,0)

0 ;1

x x
u x

x

 
 

  
 

2                    ىي:وتكون المعادلة  0t xx xu x u xu u    

لابتدائي كذلك بالاستفادة من الزاكي لطرفي المعادلة وتحويل ميمين البسيط لمشرط ا-بأخذ التحويل ميمين
 نجد: الاشتقاقة الخطية ومبرىنات خاص
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2

1
( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) 0

p
ME u s s ME u s ME u ME u

p s
       

2

2

1
( 1) ( )

p
s ME u

p s
    

2

2

1
( ) ( )

ps p p
ME u

p s

 
  

2

2 2
( )

(1 )

p
ME u

s ps p


 
 

 : الحل ق نحصل عمىلعكسي لمتحويل المطبّ تطبيق التحويل ا

 

 

تسمسلات مضاعفة :مإيجاد مجموع   2.8.3 

1 1

( , , , )
n m

S f m n u v
 

 

  

)الزاكي لمدالة    -تتمخص الطريقة بإيجاد تحويل ميمين , ) ( , )f m n f x t    الحد العام لممتسمسمة  حيث
   0, , 0,t x    ليكن:  ( , ) ( ( , ))f s p ME f x t 

2

1 1
( , ) ( , )

(2 )

ii

s pt

i i

f x t px e f s ds dp
i p



 


  



   

    

2
1 1 1 1 0 0

1 1
( , ) ( , )

(2 )

s pn

n m n m

S f m n pm e f s dsdp
i p

    
 

   

       

2
1 1

1 1
( , )

(2 )

ii

s pn

m ni i

p f s m e dsdp
i p



 


    
 

    

     

و لكن نعمم أن   
1

( )s

m

m s






   اً:زيتا و  أيضوىي دالة 

1 1

( ) ; 1
1

p
pn p n p

p
n n

e
e e e

e

 

 

  


  

2
1

2 2
( , ) ln

(1 )

tp
u x t ME e x

s ps p

  
  

  
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 عندئذ يصبح لدينا

2

1 1
( , ) ( ) (49.3)

(2 ) 1

ii p

p

i i

e
S p f s s dsdp

i p e



 




  

   


  

 الآتي. بالمثال وضح ذلكسنمجموع المتسمسمة  نحصل عمىسبإيجاد ىذا التكامل العقدي 
 إيجاد مجموعة المتسمسمة المضاعفة :مثال

2
1 1

cos
( , )

nw

n
m n

ve
S v w

m w

 

 

  

 :الزاكي نأخذ الدالة -ميميناستخدام تحويل ب لإيجاد مجموع ىذه المتسمسمة

2

cos
( , )

tw

t

xve
f x t

x w



 

 نأخذ تحويل ميمين الزاكي ليذه الدالة

2

2
2

cos
( , ) ( ( , ))

( 2)cos ( )
2 1 ( ln )

tw

t

s

xve
f s p ME f x t ME

x w

s p
v s

w w p







 
   

 

  
 

 

 :العكسي حسب العلاقةالزاكي -ميميننأخذ تحويل 

 

2

2

2

1 1
( , ) ( , ) ( ) ; 1

(2 ) 1

1
( 2)cos ( ) ( )

(2 ) 2 ( ln ) 1

ii p
p

p

i i

ii p
s

p

i i

e
S v w pf s s ds dp e

i p e

s e
v s s ds dp

i p w w e



 



 









  

   

  



   

 



  

    

 

 

 

 يمكن الاستفادة منيا و ىي :زيتا دالة لىناك علاقة 

1(1 ) 2 ( )cos( ) ( )
2

s s s
s s s


     

1 (1 )
( 2)cos( ) ( ) 2

2 ( 1)( 2)

s ss s
s s

s s

 
  

  
 
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   

   

2 1

2 1

1 1

1 (1 ) 1
2

2 ( 1) 2) 2 ( ln ) 1

(1 )
Re 2 . Re

( 1) 2) ( ln ) 1i j

ii p
s s s

p

i i

pl r
s s s

ps s p p
i j

s e
S v ds dp

i s s i p w w e

s e
s v s

s s p w w e



 




 




  

 

   

 

 
 

   
   

           

  
   

           

 

 

 

 :الدالةو ذلك اعتماداً عمى مبرىنة الرواسب إنّ   

 
2 1 (1 )

( ) 2
( 1) 2)

s s s s
F s v

s s


  


 

 

1 النقاط الشاذة ليذه الدالة  ىي , 2s s   و ىي أقطاب بسيطة وقيمة الراسب عندىا 

   
2 1 2 1

11

(1 ) (1 )
Re 2 lim 2

( 1) 2) 2 2

s s s s s s

ss

s s v
s v v

s s s

  
    



    
    

        
 

حيث : 
                                 

1 1
(0)

1 2





  

   

2
2 1 2 1

22

(1 ) (1 )
Re 2 lim 2

( 1) 2 1 6

s s s s s s

ss

s s
s v v

s s s

  
    



     
    

        
 

2: حيث 1
( 1)

2 12





          ،أن في حين i أعداد برنولي  ىي. 

) أما الدلة )s  عدا النقطة ما فيي تحميمية في جميع نقاط المستوى العقدي s=1يمةوىو قطب بسيط وق 
1 الراسب عنده تساوي الواحد وبالتالي بأجراء انسحاب  s s  1)نأنجد )s   0ليا قطب بسيط ىوs   

)ة الراسب عنده تساوي الواحد أيضاً و يكون راسب الدالة موقي )F s   0عندs  ىو:  

 

2
2 1

0

(1 )
Re 2

( 1) 2) 4

s s s

s

s v
s v

s s


 



 
 

   
 

وبالتالي
                          

2 2

1

1
( )

2 4 2 6

i

i

v v
I F s ds

i





 



 

 


    

 أما لإيجاد رواسب الدالة :

 
( )

( ln ) 1

p

p

e
G p

p w w e

 
 

      
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2        :أما النقاط الشاذة ليذه الدالة  1( ln ) , 0p w w p   

 
1 0

1
Re ( )

lnp
s G p

w w



 

 
2

ln

ln ln( ln )

1 1
Re ( )

1 1 1

w w

w w w w wp w l w

e
s G p

e e we

 

   
  

  
 

2

1 1 1
( )

2 ln 1

i

wi
I G p dp

i w w we





 

 
  

  

 ومنو مجموع المتسمسمة المعطاة :
2

2 1 1
( , ) ; Re( ) 0, 1

2 6 ln 1

w

w

v
S v w v w we

w w we

 
      

 
 

 حل معادلات تفاضمية جزئية غير خطية:3.8.3 

الزاكي مع طريقة التغاير التكرارية لمحصول عمى  –قمنا بدمج تحويل  تكاممي مضاعف وىو تحويل ميمين  
طريقة لحل صف كبير من المعادلات التفاضمية الخطية و غير الخطية و بأمثال ثابتة و متغيرة و ىي 

ضاعف مع أي طريقة تقريبية الزاكي التكرارية ىذا و لم يتم دمج تحويل ميمين البسيط و الم –طريقة ميمين 
الزاكي التكرارية  –سابقاً  ولم يُستخدم لحل معادلات تفاضمية غير خطية و تتخمص طريقة ميمين 

(MEVIM) :بالآتي 

 : (MEVIM)الزاكي التكرارية  –طريقة ميمين  3.  3.8.3

 لتكن لدينا المعادلة التفاضمية الجزئية غير الخطية الآتية  : 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (50.3)Lu x t R u x t Nu x t f x t   

 حيث:
n

n n

x n
L x

x



 


مؤثر تفاضمي خطي لبقية الحدود ذات أمثال  Rمؤثر تفاضمي غير خطي ،  Nو

2nولشرح الطريقة سنأخذ MEVIM متغيرة مختمفة، لحل ىذا النوع من  المعادلات بطريقة   :و منو 
2

2

2
( , )x Ru Nu f x t

n


  


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 الزاكي عمى طرفي المعادلة مع خاصتي الخطية و الاشتقاق  :-نطبّق تحويل ميمين

( 1) ( ) ( ) ( )s s ME u ME f ME Ru Nu    

 
1

( ) ( ) ( )
( 1)

ME u ME f ME Ru Nu
s s

  


 

1MEنأخذ   : لطرفي المعادلة الأخيرة نجد
   

 1 1
( , ) ( ) ( )

( 1)
u x t ME ME f ME Ru Nu

s s

  
   

 
 

)ولنشكل حدود المتتالية  , )n nu u x t : حيث 

1نفرض                              

0

1
( , ) ( ) (51.3)

( 1)
u x t ME ME f

s s

  
  

 
 

عندئذ :
                

1

1

1 1
( , ) ( ) ( )

( 1) ( 1)
n n nu x t ME ME f ME Ru Nu

s s s s





 
   

  
 

:بشكل آخر
               

1

1 0

1
( , ) ( , ) ( ) (52.3)

( 1)
n n nu x t u x t ME ME Ru Nu

s s





 
   

 
 

)        :و بالتالي يكون حل المعادلة ىو  , ) lim ( , ) (53.3)n
n

u x t u x t


 

 حل المعادلة التفاضمية غير الخطية الآتية: مثال :

   2 2 ; 0,1 & 0,t x xx uu xu u t x t      

1مع الشرط الحدي:  
(1, )

2
u t t 

نجدفالزاكي على طرفيها -في البداية نطبقّ تحويل ميلين MEVIMلحميا باستخدام طريقة 
      

22 ( ) 2 ( (1, )) ( )x tsME u E u t ME u x uu t    
3

1 1 21
( , ) ( ) ( )

2 2
x t

p
u x t ME ME ME u x uu t

s s

   
    

 
 

1 21 1
( )

2 2
x tt ME ME u x uu t

s

  
    

 
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بفرض  0

1
,

2
u x t t 

1 2

1 0

1
( , ) ( )

2
n nx n ntu x t u ME ME u x u u t

s





 
    

 
 

2
1

1

1 1
( , ) ( )

2 2 4

x
u x t t ME ME t t

s

  
    

 
 

2
1

0

1 1 1
( )

2 2 4

x

t ME ME t t d
x




  
    

  
 

31 1 1

2 2 12

x
t t xt

x

  
    

  
 

2 21 1 1 1

2 24 2 24
t x t t t x t     

2 1 2 2 2

2

1 1 1
( , ) ( (1 )

24 2 12 24

xt
u x t t x t ME ME x x t t

s

  
      

 
 

2 1 2 2 4

0

1 1 1 1 1
(1 )

24 2 12 12 24

x t
t x t ME ME t td

x


   

   
         

   
 

2 3 5
2 71 1 1 1

( )
24 2 24 3 12 12 5 24 7

x x x
t x t t t x t xt

x

 
       

   
 

4
2 61 1 1

24 24 3 24 5 24 7

x
t x t x t x t    

  
 

ومنو بإيجاد حدود  أيضاً سنجد: 
          1

0

( , ) ( )
n

k

n

k

u x t t x



  

و بالتالي : 
  

 
0

( , ) lim ( , ) ( ) ; 1 & 0,1
1

k

n
n

k

t
u x t u x t t x x x

x






     


 
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 الزاكي:-حالات خاصة من تحويل ميمين 9.3

 : الزاكي –تحويل ميمين المنتهي 1.9.3 

 الزاكي –ميمين المنتهي استنتاج علاقة تحويل  1.1.9.3

 الزاكي و الذي يعطى بالعلاقة  –من الفصل الثاني في الأطروحة كان لدينا تحويل لابلاس  

0 0
( ( , )) ( , )

t

sx pLE f x t p e e f x t dxdt


 

   

xeتغير المتحول     z    عندئذxe dx dt   وdz
dx

z


  

0يضاً أو  1x z    وx z  ومنو 

1

0 0
( ( , )) ( ln , )

t

x p dz
LE f x t p z e f z t dt

z




   

1
1

0 0
( ( , )) ( ln , )

t

s pLE f x t p z e f z t dz dt




   

 الزاكي  و يرمز لو أحيانا  –وىذا ما يسمى تحويل ميمين  المنتيي  

1
1

0 0
( ( , ) ) ( ( , ); ,0,1, ,0, ) ( , ) (54.3)

t

s p

f fME f x t ME f x t s p p x e f x t dx dt




     

 أهم خواص هذا التحويل الخاص : 2.1.9.3

 :(الخطية  أولى) خاصة -3

( ( , ) ( , )) ( ) ( ) (55.3)f f fME f x t g x t ME f ME g      

 الزاكي نحصل عمى  -بالمتغير في تحويل لابلاس ملاحظة :  بشكل عام اذا فرضنا تحويلاً 

ln( )
z

x
a

  x z
e

a

  

 الزاكي بشكمو الأعم :-نحصل عمى تحويل ميمين المنتيي

1

0 0
( ( , ) ) ( ( , ); ,0, , ,0, ) ( , )

t
a

s s p

f fME f x t ME f x t s a p p a x e f x t dx dt




      
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 خاصة ثانية : -3

1
1

0 0
( ( , )) ( , )

t

n s np

f ME f x t p x e f x t dx dt




   

n nx z x z   
1

11
ndx z dz

n



  

 التكامل ذاتيا وبالتالي:حدود 
1 1

1

0 0

1
( ( , )) ( , )

ts n

n pn n n
f ME f x t p z e f z t z dz dt

n

 
 

   

1 1

0 0
( , )

ts

pn
p

z e f z t dz dt
n


 

   

1
( ( , ); , ) (56.3)f

s
ME f x t p

n n
 

 ( scalingالتدرج )خاصة ثالثة  -1

1
1

0 0
( ( , )) ( , )

t

sp

f ME f x t p f x t e x dx dt   




   

,
dv du

t v dt x u dx 
 

      

1
1

0 0
( , ) ( )

v

sp u du dv
p f u v e 

  




   

( ( , ) ,0, , ,0, ) (57.3)
s

ME f x t s p


 




  

 :(الانسحاب رابعة ) خاصة -4

( ( , )) ( ( , ); , ) (58.3)
1

a bt

f f

p
ME x e f x t ME f x t s a

bp

  

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             : الاثبات
1

( )1
( ) 1

0 0
( ( , ); , ) ( , )

t b
a bt s a p

f ME x e f x t s p p f x t x e dx dt
 

     

1 :                      بفرض 1 1

1

p bp
q b

q bp p p

 
    


  

:يكون
              

( ( , ); , ) ( ( , ); ,0,1, ,0, )
1

a bt

f f

p
ME x e f x t s p ME f x t s a

bp

   


 

 الزاكي العكسي : –المنتهي  تحويل ميمين  3.1.9.3

)لتكن  , )f x t  دالة مستمرة قطعيا   0, 0,    وليكن( ( , ))f ME f x t  ىو تحويل ميمين المنتيي– 
 الزاكي العكسي بالعلاقة : –الزاكي عندئذ لنعرف تحويل ميمين المنتيي 

 1

2

1 1
( , ) ( ( , )) ( ( , ); , ) (59.3)

(2 )

s
i i

pt

f f f
i i

x
f x t ME ME f x t p e ME f x t s dsdp

i s p

 

 


   



   
   

)Reحيث  ) 0s  

) لتكنمبرهنة:  4.1.9.3 , )f f x t دالة معرفة و مستمرة و قابمة للاشتقاق عمى    0, 0,   و
( )ME f :موجود عندئذ 

1
1

0 0
1) ( ( , )); ,0,1, ,0, ) ( , )

t

s p

u

du

ME f x t s p p f x t x e dx dt
x x




 
 

    

2( , ), ( 1) sv f x t du s x dx   
1 1

1 2

0 0 0
( , ) ( 1) ( , )

t

s spp e dt x f x t s f x t x dx




           

1 1
2

0 0 0
(1, ) ( 1) ( , )

t

spp e dt f t s f x t x dx




   
     

( (1, )) ( 1) ( ( , ); 1,0,1, ,0, ) (60.3)E f t s ME f x t s p     

  
2 2

1 1
1

2 20 0
2) ( ( , )) ( , )

t

s p

u
dv

ME f x t p f x t x e dx dt
x x


 


    

2( 1) , ( , )sdu s x dx v f x t
x

 
  


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1 1
1 2

0 0 0
( , ) ( 1) ( , )

t

s spp e dt x f x t s f x t x dx
x x




    
       
   

( (1, )) ( 1) ( ( , ); 1,0,1, ,0,x fE f t s ME f x t s p
x


   


 

 ( (1, )) ( 1) ( (1, )) ( 2) ( ( , ); 2, )x fE f t s E f t s ME f x t s p      

 ( (1, )) ( 1) ( (1, )) ( 1)( 2) ( ( , ); 2, ) (61.3)x fE f t s E f t s s ME f x t s p       

             1

0 0
3) ( ( , )) ( , )

t

s p

f

u

dv

ME x f x t p f x t x e dxdt
x x


 


   

1( , ) , sv f x t du sx dx  
1 1

1

0 0 0
( , ) ( , )

t

s spp e dt x f x t s f x t x dx




  
     

( (1, )) ( ( ; , ) (62.3)fE f t s ME f x s p  

 بالمثل نجد: 4)
2

2

2
( ( , )) ( (1, )) ( (1, )) ( 1) ( ; , ) (63.3)f x fME x f x t E f t s E f t s s ME f s p

x


   


 

 تحويل لابلاس ثنائي الجانب يعطى بالعلاقة : في الحالة العامة ملاحظة:

( ( )) ( )sxL f x e f x dx







 
 

 الجانب ىما:و ىذا التحويل يقسم لتحويمين أحاديي 
0

0

( ( )) ( ) , ( ( )) ( ) (64.3)sx sxL f x e f x dx L f x e f x dx



   



  
 

 ومنو:
( ( )) ( ( )) ( ( )) (65.3)L f x L f x L f x  

 و يرتبط تحويل ميمين بتحويل لابلاس ثنائي الجانب بالعلاقة: 
( ( )) ( ( ln( )) ; xL f x M f z z e   
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ميمين استنتجنا حالة خاصة ىي تحويل ف Lأحادي الجانب و أما من علاقة تحويل لابلاس 
 المنتيي و ذلك بتغيير المتحول :

( ( )) ( ( ln( )) ; x

fL f x M f z z e   

 كذلك نتج لدينا حالة خاصة أخرى مرتبطة بدالة غاما غير التامة و ىو تحويل ميمين غير التام حيث 
1

1

( ( )) ( ( ln( )) ( ) ; (66.3)s x

IL f x M f z z f z dz z e



     
 

 الزاكي.-و سنتطرق أولًا لدراسة تحويل ميمين غير التام و من ثم ميمين غير التام

 تحويل ميمين غير التام :

 الشرط و تحقق  ] ,0∞[دالة معرفة ومستمرة عمى    f(x)لتكن  :تعريف

x     عندما         :  ( ) ( )nf x o x             

أي
                  

( )
lim lim ( ) 0n

nx x

f x
f x x

x  
    

xمن أجل كل و   : عندئذ تحوٌل مٌلٌن غٌر التام لها ٌعطى بالعلاقة 

1

1

( ( )) ( ) (67.3)s

IM f x x f x dx



   

sحٌث   . هو وسٌط هذا التحوٌل 

 إن تحوٌل مٌلٌن غٌر التام ٌتمتع بخاصة الخطٌة أي : : ( 1) مبرهنة

   1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( ) (68.3)I I IM f x f x M f x M f x     

خطٌة التكامل . ٌنتج مباشرة من الإثبات :   

دالة معرفة و مستمرة و قابلة للاشتقاق على  xf)(لتكن  : (2) مبرهنة 0, :عندئذ 

(1) ( ( )) ( 1) ( 1) (1) (69.3)

(2) ( ( )) ( 1)( 2) ( 2) ( 1) (1) (1) (70.3)

I I

I I

M f x s M s f

M f x s s M s s f f

     

       
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: الإثبات  

1 1

1 1

(1) ( ( )) ( ) ( )s s

IM f x f x x dx x df x

 

      

 بالمكاملة بالتجزئة نجد :

( ( )) ( 1) ( 1) (1)I IM f x s M s f       

1 1

1 1

(2) ( ( )) ( ) ( )s s

IM f x f x x dx x df x

 

       

 بالمكاملة بالتجزئة :

2

1

2

1

( ( )) (1) ( 1) ( )

(1) ( 1) ( )

s

I

s

M f x f s f x x dx

f s x df x









     

   





 

 بالمكاملة مرة ثانٌة بالتجزئة :

)1()1()1()2()2)(1())(( ffssMssxfM II
  

 تحويل ميمين غير التام لبعض الدوال الأساسية  :

نا في ىذا البحث  ىو  :بإن تحويل ميمين غير التام لدوال أساسية ستمر   

2

1
(1) ( ) ; Re( ) (71.3)

(2) ( ) ( , ) (72.3)

1
(3) (ln ) ; Re( ) 0 (73.3)

a

I

ax s

I

I

M x s a
s a

M e a s a

M x s
s

 

   


 

 
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 إثبات العلاقات السابقة :

1

1

( )
( ) 1

1 1

(1) ( )

1
; Re( )

a a s

I

s a
s a

M x x x dx

x
x dx

s a

s a
s a





 
 



 


   




  

1

1

(2) ( )ax ax s

IM e e x dx



     

axو بتغٌٌر المتحول      t : نحصل على 

1( ) ( )

( , )

ax t s

I

a

s

t dt
M e e

a a

a s a



  





 


 

1

1

(3) (ln ) ln s

IM x x x dx



   

بالمكاملة بالتجزئة حٌث : 
1ln , su x dv x dx     

1

11

2

ln 1
(ln )

1
; Re( ) 0

s
s

I

x x
M x x dx

s s

s
s

 

  

 

  

 الزاكي :-تحويل ميمين غير التام 2.9.3

)الزاكي لدالة -إن تحويل ميمين غير التام , )f x t  بمتغيرين,x t  حيث 0,x    و 0,t   
 يعطى عمى شكل التكامل لثنائي الآتي :

 
1

0 1

( , ) ( ( , )) ( , ) (74.3)

t

s p

If p q M E f x t p x e f x t dxdt

 


   
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 ن ىذا التحويل الأخير يتمتع بخاصة الخطية حيث : أو واضح 

   1 2 1 2( ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) (75.3)I I IM E f x t f x t M E f x t M E f x t     

,حيث :     . ثوابت 

 أما تحويمو العكسي فيعطى بالعلاقة :

   

 

1

1

2

( , ) ( ( , ))

1
( , ) (76.3)

2

I I

t
c i d i

s p

c i d i

f x t M E M E f x t

x e f s p dsdp
i



   


   



  
 

)حيث  , )f s p  ىي دالة تحميمية في جميع النقاط,s p : من المنطقة 

Re( ) , Re( )s c p d  

 الزاكي العكسي يتمتع بخاصة الخطية .-إن تحويل  ميمين غير التام: توطئة 

)لتكن  مبرهنة : 1.2.9.3 , )f x t  دالة قابلة للاشتقاق جزئٌاً بالنسبة للمتغٌرٌن,x t  على

   0, 0,    : و لٌكن 

( , ) ( ( , ))If s p M E f x t 

 عندئذ : اً موجود

(1) ( ) ( 1) ( 1, ) ( (1, )) (77.3)

(2) ( ) ( 1)( 2) ( 2, ) ( 1) ( (1, )) ( (1, )) (78.3)

I x

I xx x

M E f s f s p E f t

M E f s s f s p s E f t E f t

   

      

2

(3) ( ) ( , ) ( ( ,1)) (79.3)

(4) ( ) ( 1) ( , ) ( 1) ( ( ,1)) ( ( ,1)) (80.3)

I t

I tt t

M E tf q f p q L f x

M E t f q q f p q q L f x L f x

  

    

 

 الاثبات

 

 

1

0 1

1

0 1

( ( , )) ( , )

( , )

t

s p

I x x

t

sp

x

M E f x t p x e f x t dxdt

p e dt f x t x dx

 


 






 

 
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بفرض
 

1( , ) , s

xdv f x t dx u x    1  مكاممة  وب

1
( , ) s

xf x t x dx




  :بالتجزئة نجد 

1 2

10 1

2

0 1

( ( , )) ( , ) ( 1) ( , )

( 1) ( , ) ( (1, ))

( 1) ( ( , ); 1, ) ( (1, ))

( 1) ( 1, ) ( (1, ))

t

s sp

I x

t

s p

I I

I

M E f x t p e dt x f x t s f x t x dx

p s x e f x t dx dt E f t

s M E f x t s p M f t

s f s p M f t

 
 

 


   
  

  

   

   

 

 

و ذلك باستخدام طريقة التجزئة إما لمرة  )2,()3,()4(العلاقات  إثباتو بنفس الأسموب السابق يمكن 
 داخل التحويل . ذين حسب مرتبة المشتق اليواحدة أو مرت

1   إذا كانت الدالة :  مبرهنة :   2.2.9.3 2( , ) ( ). ( )f x t f x f t 

 عندئذ :  

              1 2( ( , )) ( )( ). ( )( ) (81.3)I IM E f x t M f s E f p 
 

 الإثبات :

1 2

1

1 2
0 1

1

1 2
0 1

1 2

( ( , )) ( ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( ( )) ( ( ))

I I

t

s p

t

s p

I

M E f x t M E f x f t

f x f t x e dxdt

f x x dx f t e dt

M f x E f t

 


 










 

 
 

 الزاكً للدالة :-إن تحوٌل  مٌلٌن غٌر التام  مثال :

( , ) ln .sinu x t x t 
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 هو :

2

2 2
(sin .ln ) (ln ). (sin )

( 1)
I I

p
M E x t M x E t

p s
 


 

 لفصل الثالث:اأهم النقاط التي وردت في 
ل مضاعف مختمط نواتو خميط من كثير حدود و تابع أسي فنتج شيء من الاختلاف في يحو ة تدراس .3

 عن التحويل الوارد في الفصل الثاني. الخواص و النتائج و التلاف
 وتطرقنا إلى خواص و تعاريف و مبرىنات عديدة كانت محور أساسي في تطبيقات ىذا التحويل  .3

 .مالزاكي و ميمين غير التا-الزاكي و ىما ميمين المنتيي-نتج لدينا حالات خاصة من تحويل ميمين
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 الاستنتاجات :
 الأطروحة وىي كما يمي: ىذهسيتم ذكر أىم الاستنتاجات التي يمكن استنباطيا من 

دمج تحويمين مختمفين في تحويل تكاممي مضاعف لو فاعمية أكثر من مضاعفة التحويل  .1
 ذاتو في بعض التطبيقات

تفاضمية استخدام التحويلات التكاممية المضاعفة يعتبر الأسرع والأسيل لحل معادلات  .2
 جزئية و تكاممية مضاعفة وجمميا

جميع التحويلات التكاممية الخطية البسيطة و المضاعفة عاجزة عن حل المسائل غير  .3
 الخطية  لذلك لا بد من دمجيا مع طرق تقريبية

أثبتت التحويلات التكاممية الخطية المضاعفة فاعميتيا في الحسابين الكلاسيكي و  .4
 الكسري

 
 التوصيات

 ويل ميمين مع طريقة تقريبية لحل معادلات تفاضمية غير خطية .دراسة تح (1
 لتطبيقات أوسع. أخرىمختمطة دراسة تحويلات تكاممية مضاعفة  (2
الزاكي عمى المشتقات الكسرية لحل معادلات تفاضمية ذات  –تطبيق تحويل ميمين  (3

 مراتب كسرية
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 المصطلحات العلمية

 Laplace Transform تحويل لابلاس 
 Elzaki Transform تحويل الزاكي
 Mellin Transform تحويل ميمين

 Double Laplace Transform تحويل لابلاس المضاعف
 Linear Deferential Equations الخطية تفاضميةالمعادلات ال

 Nonlinear Deferential Equations المعادلات التفاضمية غير الخطية
 Partial Deferential Equations الجزئية المعادلات التفاضمية

 Integral Equations تكامميةالالمعادلات 
 Integro- Deferential Equations تكامميةال -تفاضمية المعادلات ال

 Gamma Function دالة غاما
دالة غاما غير التامة

 
Incomplete Gamma Function 

دالة برايم 
 

Prym's Function
 

 Riemann Zeta Function زيتا-دالة ريمان
 Mittag-Leffler Function ليفمر-دالة ميتاغ

 Liouville Fractional Operator-Riemann  ليوفيل الكسري-مؤثر ريمان
 Fractional Operator Caputo مؤثر كابوتو الكسري 

  Exponential Order المرتبة الأسية
 Piecewise Continuous الدالة المستمرة قطعياً 

 Heaviside Function الدالة الدرجية)هيفيسايد(
 Convolution تلاف)طي(

 Adomin Decomposition Method طريقة أدومين التفكيكية  
 Variation Iteration Method طريقة التغاير التكرارية

 Correction Function دالة التصحيح
 Laplace-Elzaki Transform الزاكي-تحويل لابلاس



-521- 
 

 Delta -Dirac Function دالة النبضة الواحدية
 Laplace-Elzaki Decomposition Method الزاكي التفكيكية  -لابلاس ةطريق

 Laplace-Elzaki Variation Iteration Method الزاكي التكرارية -طريقة لابلاس
 Shroodinger Equation معادلة شرودينغر 
 Sequence Fibonacci متتالية فيبوناتشي

 The Pochhammer Symbol رموز بوخامر
 Burger's Equation ة برغرلدمعا

 Fisher – Fredholm Equation فريدهولم -معادلة فيشر
 Singular Kernels نواة شاذة

 Fractional Diffusion-Wave Equation                                   معادلة انتشار الموجة الكسرية
 Fractional Telegraph Equation معادلة التمغراف الكسرية

 Mellen-Elzaki Transform الزاكي –تحويل ميمين 
 Bromwich Contour   كفاف بروميتش

 Mellen-Elzaki Variation Iteration Method الزاكي التكرارية –طريقة ميمين 
 Shifting الانسحاب

 Scaling التدرج
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Summary 

This study has been done as a requirements of  fulfilling the 
philosophy of doctor in pure mathematics .throughout three chapters 
beside summaries This dissertation shed light mainly on the doubled 
integral transforms and their applications . 

The first chapter dealt with the single integral transforms with 
special function .in particular the single Laplace and Elzaki and Mellin 
transforms  have been integrated to derivative  new doubled transforms, 
as well as the basic special functions namely , Gamma and Zeta and 
Mitag-Lefler , and  approximation methods to solve the nonlinear 
equation have been discussed. 

The second  chapter  showed up the definition of double integral 
transform " Laplace - Elzaki  ",which is a result of integration of kernel of 
the different single of   Laplace and Elzaki  transforms,  as well as its 
applications in the field of partial linear and nonlinear differential 
equations of both types integer and fractional ,Moreover the linear and 
nonlinear integral equations of both types of continuous and irregular 
kernel have been studied ,On the other hand the above mentioned double 
integral transform has been integrated with approximation methods to 
solve the nonlinear differential  equations.  

The third chapter mainly dealt with  mixed double transform , 
Mellin and Elzaki  transform (ME ), of which its kernel is a mixed of 
polynomial and exponential functions so that this resulted in a different 
properties and findings of the  double transform of  chapter two. Based on 
the relation between " Laplace - Elzaki  and  Mellin- Elzaki the special 
transforms of  finite and incomplete Mellin and Elzaki have been figured 
out with its definitions and properties and  fundamental theorems .  

Key words : Laplace Transform- Elzaki Transform- Mellin 
                 Transform- Deferential Equations – Adomin 
                 Decomposition Method. 
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