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 مقدمة

ه مددددددن ، لأن دددددد معتددددددل متباعددددددد مددددددل  أو تكا متباعدددددددة تهدددددددت دراسددددددتدنا إلددددددس إيجدددددداد مجمددددددوع متسمسددددددمة  
مددددددا  الممكددددددن أن تكددددددون هددددددذة المتسمسددددددمة متباعدددددددة ولكددددددن يوجددددددد لهددددددا مجمددددددوع وفددددددق طريقددددددة جمددددددع  

يددددددة لقابميدددددة ، وتوجددددد هنددددداد طرائدددددق عدخطيّدددددةغيدددددر أم  خطيّدددددةمعينددددةا سدددددواء  كاندددددت هدددددذة الطريقددددة 
فية : سدددددديزارو و آبددددددل و هولدددددددر و ريمددددددان و ريددددددس و الطريقددددددة الم ددددددفو جمددددددع المتسمسددددددلات منهددددددا

 االأخرى  خطيّةوطريقة نيورلند وطريقة نيورلند المعممة  وغيرها من الطرائق ال

معتددددل متباعددددد  متباعدددددة أو تكامددددل   كمددددا نسددددعس مددددن خددددلال هددددذة الدراسددددة  يجدددداد مجمددددوع متسمسددددمة  
عددددددام  لدددددديس  ه بشددددددكل  النظاميددددددة ا لأن دددددد خطيّددددددةعتبددددددر مددددددن الطرائددددددق الوفددددددق طريقددددددة سدددددديزارو التددددددي تد 

 امة لتكامل معتل بالطريقة العاديةمجموع لمتسمسمة متباعدة أو قيبالضرورة أن يوجد 

رعددددددا  رئيسددددددا  مددددددن التحميددددددل الرياضددددددي والتددددددي تمثددددددل نظريددددددة قابميددددددة جمددددددع المتسمسددددددلات المتباعدددددددة ف  
تمعددددر دورا  بددددارزا  فددددي حددددل العديددددد مددددن المسددددائل والتطبيقددددات المهمددددة فددددي نظريددددة التقريددددر والعمددددوم 

؛ إيجددددددداد القددددددديم البسددددددديطة لمجددددددداميع المتسمسدددددددلات المتباعددددددددة  ، وفددددددديالهندسدددددددة وغيرهددددددداخدددددددرى و الأد 
 امثمة نموذجية عنها، سيزارو، بوريل أعد طرائق قابمية جمع آبلتد  حيث

، افتدددددرض العدددددالم الرياضدددددي غويددددددو الدددددذَّ حددددددث  فدددددي القدددددرن الثدددددامن عشدددددر ونظدددددرا  لمتقددددددم العممدددددي
، باعدددددددددددةمتإمكانيددددددددددة إيجدددددددددداد مجمددددددددددوع متسمسددددددددددلات GuidoGrandi (1671-1742) غراندددددددددددَّ

 مثددددددل المتسمسددددددمة 
0

1

k

k





 (يمتهددددددا مسدددددداوية لم ددددددفر ول يدددددددر متسمسددددددمة غراندددددددَّ  وأثبدددددددت بدددددد ن  ق

آن  واحدال فر في  4ا 

المتسمسدددددمة ، تجميدددددع الحددددددود فدددددي هدددددذة فمدددددن جهدددددة  أولدددددس   1 1 1 1 ............     عطدددددي قيمدددددة يد
لحددددددود وبوضدددددع الأقدددددواس هدددددذة القيمدددددة بتجميدددددع ا تتعمدددددقحيدددددث ؛ ئيا دددددفر فدددددي المجمدددددوع اللانهدددددال

ح ددددول عمددددس لممسددددمة ت ييددددر فددددي ترتيددددر حدددددود هددددذة المتسه يمكددددن بدددد جراء ، لأن ددددكمددددا هددددو واضدددد 
ة فددددددي نشددددددر مدددددداكموران الشددددددهير ثانيددددددة ، ظهددددددرت هددددددذة المتسمسددددددم ، ومددددددن جهددددددة  متسمسددددددمة متباعدددددددة

 :لمدالددددددة   
1

1f x x


  1 ن تسدددددداوَّ ، والتددددددي يمكددددددن أ

2
ه يمكددددددن ، لأن ددددددضددددددمن شددددددرو   معينددددددة 

                            اذ قيمدددددددددددددددددددددددة ال دددددددددددددددددددددددفر وقيمدددددددددددددددددددددددة م دددددددددددددددددددددددايرة لم دددددددددددددددددددددددفرلهدددددددددددددددددددددددذة المتسمسدددددددددددددددددددددددمة أن ت خددددددددددددددددددددددد
حيدددددددددث ؛ المتسمسدددددددددلات المتباعددددددددددة Niels Abelآبدددددددددل نيمدددددددددز   ، درس  تقريبدددددددددا   قدددددددددرن   رورمددددددددد بعدددددددددد
هدددددو الحدددددال لرياضددددديات والعمدددددوم كمدددددا مدددددن اعديددددددة  فدددددي فدددددروع   كثيدددددرا   المتسمسدددددلات ة هدددددذ تظهدددددر 

الكم نظرية حقلتحميل فورييه و  وعداد التحميمية مبرهنة الأو في التحميل المقارر  14ا 
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 دددددعوبة فدددددي تفسدددددير وتحميدددددل النتدددددائ  تقدددددارر هدددددذا الندددددوع مدددددن المتسمسدددددلات  احياندددددا ، يدشدددددكل لكدددددن 
 فددددددي المجتمددددددع الرياضددددددي لقددددددرون   حدددددداد   جدددددددل   دارة لددددددذلد ونتيجدددددد ،مكددددددن الح ددددددول عميهدددددداالتددددددي يد 
باسددددددددتخدام  الرياضددددددددين قددددددددام بعددددددددضد عشددددددددر  السددددددددابع عشددددددددر والثددددددددامن ينخددددددددلال القددددددددرنو  ،عديدددددددددة

 دقيقددددددددين فددددددددي اسددددددددتخدامها، وذلددددددددد لأن  هددددددددم كددددددددانوا مددددددددع أن   كبيددددددددر المتسمسددددددددلات المتقاربددددددددة بشددددددددكل  
 اةتضي وجود قيمة وحيدة لكل متسمسمالاعتقاد السائد آنذاد كان يق

الرياضددددديين البدددددارزين  ظهدددددور الرياضددددديات الدقيقدددددة معظدددددم   ، دفدددددع  فدددددي مطمدددددع القدددددرن التاسدددددع عشدددددر
اسددددددتخدام المتسمسدددددددلات  إلددددددس منددددددع   Weierstrassوايرشددددددتراس و Cauchyأمثددددددال كوشدددددديآنددددددذاد 

مدددددددددن  ، وبالتدددددددددالي ندشدددددددددرت أعمدددددددددال قميمدددددددددة جددددددددددا  حدددددددددول المتسمسدددددددددلات المتباعددددددددددةميدددددددددا  المتباعددددددددددة كد 
 1880 إلس1830 14ا 

، المتباعددةالضوء إلدس دراسدة المتسمسدلات  Hegelianناهييهيجط القرن العشرين، سمّ  أما في مطمع  
 حدددديث   تعريدددف   أول  ErnestoCesàro (1859-1906)وفدددي تمدددد المرحمدددة وضدددع ايرنسدددتو سددديزارو

وقددام لمتسمسددلات، اميع لهددذا النددوع مددن االمتباعدددة وعدددم إيجدداد مجددجمددع المتسمسددلات  لطريقددة قابميددة
نيورلند  وVoronoiبل كل من فورونوَّ تعميمه فيما بعد من ق   سيزارو بتعديل هذا التعريف والذَّ تمّ 

Nörlundأمدددا رامانجدددان  اRamanujan   ثدددم قدددام ب يجددداد قيمدددة  لمدددا سدددبق   مشدددابه   فقدددد أتدددس بتعريدددف
عديدد مدن الرياضديين تضدمنت دراسدة المتسمسدلات المتباعددة إسدهامات ال ا1985المجموع اللانهدائي 

  بوريدلو Hardy وهداردَّ Ramanujanو رامانجدان  Littlewoodالبارزين آنذاد أمثال ليتموود 

Borelفروبينيوس وFrobenius لفدرع ت  ياغة اسم نظريدة قابميدة الجمدع لمدلالدة عمدس هدذا اوتمّ  ا
تفسدددير  ف يدددتم  ، والسدددؤال الجدددوهرَّ فدددي نظريدددة قابميدددة الجمدددع هدددو كيدددالمنبثدددق مدددن التحميدددل الرياضدددي

مددن قبددل افتددراض طريقددة عاديددة  وتددمّ  امتسمسددمة غراندددَّ المددذكورة سددابقا   ، مثددلالمتسمسددلات المتباعدددة
 وسدديزارو Nörlundنيىرننددد وVoronoiلاحقددا  مددن قبددل فورونددوَّ  تعميمهددا تددمّ و  Huttonهدداتن 

Cesàro هولدر  و Hölder وغيرهم 12ا 

فدي دراسدة سدمود  البحث   Hardyوهاردَّ Baryوبارَّ  Zygmundمن زي موند بعد ذلد كل   وتابع  
واء   و قابمية الجمعفي التقارر أ هذة المتسمسلات س  14ا 

ب يجددداد قددديم هدددذة  Móricz (2005)وفيمددا يتعمدددق بالتكددداملات المعتمدددة المتباعددددة، فقددد قدددام مدددوريس  
قددديم التكددداملات المضددداعفة وفدددق طريقدددة سددديزارو مسددد لة إيجددداد التكدداملات، كمدددا درس   11 كمدددا قدددام ،
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 ، كذلد قام كل  ورييه المضاعفة وفق طريقة سيزاروب يجاد قيم تكاملات ف Brown (2007) براون 
 يجداد مجمدوع التكداملات  توبريدان نظريدةباسدتخدام  Çanak, Totur (2011)مدن كانداد وتوتدور 
 يجدددداد قدددديم  توبريددددان نظريددددةباسددددتخدام  (2012)خدددداص قامددددا عددددام  زارو، وبشددددكل  وفددددق طريقددددة سددددي

التكدددداملات المتباعدددددة وفددددق طريقددددة  ,1C  11 كمددددا قددددام ميشددددرا ،Mishra (2014)  ب يجدددداد قدددديم
 اتكاملات فورييه الثلاثية وفق طريقة سيزارو
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 لأولالفصل ا

 أساسية  تعاريف ومفاهيم

 

والم دددددطمحات التدددددي نحتددددداج بعدددددض التعددددداريف والمفددددداهيم الأساسدددددية  فدددددي هدددددذا الف دددددل   نسدددددتعرضد 
 قابمية جمع المتسمسلات والتكاملات بطريقة سيزارو منها: دراسة  إليها في 

Cesàro  ;  طريقة سيزارو  1.1. 18: 

 نقول إن  المتتالية ns  أَّ قابمة لمجمع وفق  قابمة لمجمع وفق طريقة سيزارو من المرتبة ،
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 المطبق عمس المتتالية قة سيزاروطري تحويل ns ا 

Cesàro  طريقة سيزارو 2.1. ,1C  24: 
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  هددددددددددددددددي الحددددددددددددددددد العددددددددددددددددام لمتتاليددددددددددددددددة

المجاميع الجزئية لممتسمسمة 
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 :ملاحظات

اميدددددددة  إذا أدى تطبيقهدددددددا عمدددددددس متسمسدددددددمة  متقاربدددددددة  إلدددددددس نقدددددددول إن  طريقدددددددة قابميدددددددة الجمدددددددع  نظا 1
  الح ول  عمس المجموع المعتاد لهذة المتسمسمةا
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خا ددددددة،  وب ددددددورة   نظاميددددددةا أيضددددددا  أن  طريقددددددة قابميددددددة الجمددددددع وفددددددق   مددددددن المعددددددروت  2. 
أن   نلاحظد  ,0C تمثل طريقة قابمية الجمع حسر مفهوم التقارر العادَّا 

لدينا دوما    3. 
0

1
1

n

n k

K

k
u

n




 
  

 
ا 

ن  :  إ القولد  ويمكند  
1

, 2k

K

u A C




،  إذا كان
  1

2
lim

1

n

k
n

k

t A
n n





  

 أَّ 
   0 0

2
lim

1 2

n k

j
n

k j

s A
n n

 


 

   

حيث 
1

n

n k

k

t s


  

 وهكذا ااااا 

الطريقددددددددة  عتبددددددددرتد  4. , 1C   مددددددددن الطريقددددددددة  أقددددددددوى ,C  0حيددددددددث ،  أَّ مددددددددن الممكددددددددن
تكدددددون قابمدددددة لمجمدددددع وفدددددق الطريقدددددة  أن لمتسمسدددددمة   , 1C    وغيدددددر قابمدددددة لمجمدددددع وفدددددق الطريقدددددة
 ,C ،  أمدددددا إذا كاندددددت قابمدددددة لمجمدددددع وفدددددق ,C  قابمدددددة لمجمدددددع وفدددددق  حتمدددددا   فهدددددي , 1C  ا  

 بد سنرمزد  5. ,1C  ق ائخا ة من الطر  قابمية جمعكطريقة ,C ا 

.6  9  عتبددددددددددر طريقددددددددددة سددددددددددديزارو تد ,1C  الطريقدددددددددددة الم ددددددددددفوفية التدددددددددددي حالددددددددددة خا دددددددددددة مددددددددددن

م فوفتها  nmA a  1وذلد إذا كان   1من أجل

1
nma

n



 ا

.7  9  عتبدددددددر طريقدددددددة سددددددديزارو تد ,C  0حيدددددددث 1   مدددددددن الطريقدددددددة  أيضدددددددا  حالدددددددة خا دددددددة
 الم فوفية من أجل عنا ر الم فوفة التي تحقق الشر :

1

1
nm

n m

a
n









   
 

 
 

 
 

 

 

 ,C 



 9انصفحح  رنيم نديم فجز
 

 المتتالية المضاعفة  3.1. 21: 

متتاليدددددددة ال نقدددددددول إن   
, 0mn m n

s


إذا كددددددددان كدددددددل حدددددددد مددددددددن حددددددددودها زوج مرتدددددددر مددددددددن  ،مضددددددداعفة
m,لبة الأعددددداد ال ددددحيحة غيددددر السددددا n ويمكددددن تمثيمهددددا والتددددي يمكددددن ترتيبهددددا وفددددق قددددانون مددددا  ،

 :ة كما يميعمس شكل م فوفة لانهائي

00 01 02 03 0

10 11 12 13 1

0 1 2 3

....... ....

........ .....

.

.

.

....... .......

. . . . ...........

. . . . ...........

n

n

m m m m mn

s s s s s

s s s s s

s s s s s

 

فتسددددددددمس أعدددددددددادا  حقيقيددددددددة    mnsالحددددددددد العددددددددام لممتتاليددددددددة المضدددددددداعفة، فدددددددد ذا كانددددددددت  mnsسددددددددمسيد 
أعددددددددادا  عقديدددددددة  فتسدددددددمس متتاليدددددددة مضددددددداعفة   mnsأمدددددددا إذا  كاندددددددت  ،متتاليدددددددة مضددددددداعفة حقيقيدددددددة

 عقديةا

 تقارب المتتالية المضاعفة  4.1. 21: 

sخطيّدددددددددا  منظمددددددددا ، نقددددددددول إن   العن دددددددددر  فضدددددددداء  Eلدددددددديكن   E  نهايددددددددة لممتتاليددددددددة المضددددددددداعفة
 

, 0mn m n
s


0إذا كان لكل عدد حقيقي موجر     0يوجد عدد طبيعيn: بحيث يكون 

0 0; ,mns s m n n n     

 : ,ونكترد
lim mn

m n
s s


ا 

 ا sضاعفة المفروضة تتقارر من العن رة إن  المتتالية المو نقول في هذة الحال

 : كل فضاء خطي منظم وتام يدعس فضاء باناخاملاحظة

 1.1.1ةمبرهن 21:  ليكنE إن  الشر  اللازم والكافي لتقارر المتسمسمة اخفضاء بان ، mnu 
 :هو أن يكون 
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 
0 0 1

0; ; ,
m p n q n qm

ik ik

i m k k i k n

N N n m N u u  
  

     

            

 )يسمّس هذا الشر  عادة  شر  كوشي ا p,qوذلد من أجل أَّ عددين طبيعين  

 المتسمسمة المضاعفة 5.1. 21: 

فضدددددددداء  خطيّددددددددا  منظمددددددددا ، و Eلدددددددديكن  ; , 0,1,2,......iku i k  ا عنا ددددددددر مددددددددن هددددددددذا الفضدددددددداء

:المتسمسددددددددمة ندسددددددددمي
, 0

ik

i k

u




 بالمتسمسددددددددمة المضدددددددداعفة التددددددددي حدددددددددها العددددددددامiku كمددددددددا وندسددددددددمي ،

 المجاميع:

0 0

m n

mn ik

i k

s u
 

 

 ا m,n نالطبيعيي وذلد أيا  كان العددينبالمجاميع الجزئية الموافقة لهذة المتسمسمة، 

المضاعفة  تكون المتسمسمة
, 0

ik

i k

u




  متقاربة من العددs E إذا كان: 

,
lim mn

m n
s s


 

مجموع المتسمسمة المضاعفة ونكتر sفي هذة الحالة، يدسمّس العدد و 
, 0

ik

i k

s u




 ا 

 هو لانهائيا  sأعدادا  حقيقية ف ن ه من الممكن أن يكون  ikuأيضا  إذا كانت 

  ملاحظة 21: 

إن  الشر   اللازم لتقارر المتسمسمة المضاعفة   mnuهو: 

,
lim 0mn

m n
u


 

 ا Eهو  فر الفضاء الخطيّ المنظم  0حيث  

 المسافة بين نقطة ومجموعة تعريف 20 ليكن : ,X   ، ولتكنفضاء  متريا    
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، ولنعدددددددرتXجزئيدددددددة غيدددددددر خاليدددددددة مدددددددن مجموعدددددددة    , inf ,
a A

d x A x a


  وذلدددددددد لكدددددددل نقطدددددددة

x Xا 

، ولنعدددددرتXمجموعدددددة جزئيدددددة غيدددددر خاليدددددة مدددددن   ولدددددتكن   , inf ,
a A

d x A x a


  وذلدددددد لكدددددل

xنقطة  Xا 

Wijsman طريقة وجسمان 6.1. 20: 

المتتالية المضاعفة نقول إن   kjAإذا كان:    وجسمان إلس وفق  متقاربة 

   
,
lim , ,kj

k j
d x A d x A


  

xلكل  X،  في هذة الحالة  ونكترد
2 lim kjW A A   ا 

 مثال 1 2كن : لتX   ولتكن ، kjA اعفة  الآتيةالمتتالية المض: 

   
22 2 1

, : 1kjA x y x y
kj

 
     
 

 

هذة المتتالية المضاعفة لممجموعات وفق وجسمان إلس المجموعة  وتتقاررد    0,1A   عندما
,k j ا 

Wijsman-Cesàro سيزارو  -طريقة وجسمان 7.1. 20: 

المضاعفة  نقول إن  المتتالية kjA  إلس  سيزارو -قابمة لمجمع وفق طريقة وجسمانA  ، إذا كانت

  , kjd x A   قابمة لمجمع وفق طريقة سيزارو إلس ,d x A لكلx X:  ، أَّ أن 

   
,

,
, 1,1

1
lim , ,

m n

kj
m n

k j

d x A d x A
mn



 ي هذة الحالة ، و نكتر ف
 2 1W

kjA A


 ا 

 تعاريف 1,20: 

 المتتالية الفجوية : 1-
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دعس كل متتالية تد    0,1,2,..... ; rr k بحيث يكون  ومتزايدة   موجبة    حيحة   ا  حدودها أعداد  

1r r rh k k     عندماr  ،  0  الأخذ بعين الاعتبارمع 0k  ، ا متتالية فجوية 

 :المتتالية الفجوية المضاعفة 2-

دعس المتتالية المضاعفة تد   ,r sk j   متتاليتان متزايدتان  تمتتالية فجوية مضاعفة إذا وجد
 :حيث إن  ب الموجبة من الأعداد ال حيحة

1r r rh k k      عندماr   0 ؛ 0k  

 و 

1u u uh j j     عندماu   0 ؛ 0j  

 التكرير الفجوي: -3

نقول إن  المتتالية المضاعفة   ,r uk j     َّمضاعف لممتتالية المضاعفة الفجوية تكرير فجو
  ,r uk j  إذا كانت ،       ,r r u uk k j j  ا  

نقول إن   المتتالية المضاعفة  4- kjA   سيزارو إلس  -وفق وجسمانبدرجة  ما قابمة لمجمعA ،
إذا كانت   , kjd x A   وفق طريقة سيزارو إلس  بدرجة  ماقابمة لمجمع ,d x A لكلx X َّأ

:  أن 

   
,

,
, 1,1

1
lim , , 0

m n

kj
m n

k j

d x A d x A
mn



  ،  في هذة الحالة  و نكترد
 2 1W

kjA A


ا 

نقول إن  المتتالية المضاعفة  -5 kjA  قابمة لمجمع بالدرجة p  إلس   سيزارو -وجسمان وفقA 
إذا كانت   , kjd x A   بالدرجة قابمة لمجمع p سيزارو  إلس  وفق طريقة ,d x A ،  لكل عدد

xلكل و pحقيقي موجر  X ،:   أَّ أن 

   
,

,
, 1,1

1
lim , , 0

m n p

kj
m n

k j

d x A d x A
mn



  ، في هذة الحالة  و نكترد
 2 PW

kjA A


ا 



 13انصفحح  رنيم نديم فجز
 

لتكن  6-  ,r sk j  إن  المتتالية المضاعفة ، نقول متتالية مضاعفة فجوية kjA متقاربة
 :الآتيةالعلاقة إذا تحققت  ، Aفجويا  وفق وجسمان إلس 

   
1 1

,
1 1

1
lim , ,

ur

r u

jk

kj
r u

k k j jr u

d x A d x A
h h

 


   

   

xلكل   X،  في هذة الحالة  و نكترد
 2W N

kjA A


ا 

لتكن 7-   ,r sk j  إن  المتتالية المضاعفة ، نقول اعفة فجويةمتتالية مض kjA متقاربة
 :الآتية العلاقةإذا تحققت  ، Aوفق وجسمان إلس  بدرجة  مافجويا   

   
1 1

,
1 1

1
lim , , 0

ur

r u

jk

kj
r u

k k j jr u

d x A d x A
h h

 


   

   

xلكل   X ، في هذة الحالة  و نكترد
 2W N

kjA A


ا 

لتكن  8-   ,r sk j  إن  المتتالية المضاعفة ، نقول متتالية مضاعفة فجوية kjAمتقاربة 

 الآتية:العلاقة تحققت  إذا ، Aوفق وجسمان إلس   ة بالدرج فجويا  

   
1 1

,
1 1

1
lim , , 0

ur

r u

jk
p

kj
r u

k k j jr u

d x A d x A
h h

 


   

   

xو لكل   لكل عدد حقيقي موجر X  ، في هذة الحالة  و نكترد
2
PW N

kjA A


 
 

ا 

 مثال 2 2كن : لتX    لتكنو  kjA كما يمي تدعطسمضاعفة   متتالية: 

      
      
  

2 22

2 22

, : 1 1 , 1,

, : 1 1 , 1,

0,0 ,

kj

x y x y k j for all k

A x y x y j k for all j

otherwise

      



      




 

عندئذ    kjA  متقاربة وفق وجسمان  إلس المجموعة  0,0A ، لكن النهاية 
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 
,

,
, 1,1

1
lim ,

m n

kj
m n

k j

d x A
mn



 اسيزارو -وجسمانحسر تعريف طريقة  غير موجودة 

ومنه  kjA وبالتالي سيزارو،  -وجسمان قابمة لمجمع وفق طريقة غير  kjAقابمة لمجمع   غير
 سيزارو أيضا ا -وفق طريقة وجسمان بدرجة  ما

 :  1.1.1تمهيدية 18 1إذا كانت 2, ,........, nb b b   ذا كانت ، موجبة   أعدادا  حقيقية وا 

1 2, ,........, na a a   تحققد  أعدادا  حقيقية: 

1 2

1 2

........
0

........

n

n

a a a

b b b


  
 

  
 

iف ن   

i

a

b
   لكلi  1 حيث i n ا 

 2.1.1مبرهنة 1:  ّمضاعفة   فجوية   متتالية   ةمن أجل أي ، تإذا كان: 

1 liminf limsupr r
r r

q q     1و liminf limsupu u
u u

q q     حيث
1

r
r

r

k
q

k 

 و 

1

u
u

u

j
q

j 

 ،  ف ن   2 2 1W N W ا 

T متتالية الصف  8.1. 21: 

قول إن  المتتالية المضاعفة ن 
, 0mn m n

s


 ، Tال ف منمتتالية  Eخ التي عنا رها من فضاء بانا 

 :إذا تحقق الشر  الآتي

يوجد دليل مثل 
0 لكل  هحيث إن  ب

0   يكون: 

iا 
0 0 0

1
sup

1

n

ik
n i k

s p
n




   

  

 

iiا 
0 0 0

1
sup

1

m

ik
m k i

s q
m




   

  

 
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T متسمسمة الصف  9.1. 21: 

نقددددددول إن  المتسمسددددددمة  mna  باندددددداخالتددددددي عنا ددددددرها مددددددن فضدددددداء E ال ددددددف مددددددن متسمسددددددمةT، 
 ا Tال ف من إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية المضاعفة الموافقة لها متتالية

 ملاحظة 21: 

اليددددددة ، كمددددددا أن دددددده توجددددددد متتTال ددددددف مددددددن ن  كددددددل متتاليددددددة مضدددددداعفة محدددددددودة تكددددددون متتاليددددددةإ 
 اTال ف من متتالية تكون مضاعفة غير محدودة 

 مثال 3لتكن ::  

     0 1 1 0,1,2,....
k

ks k k    

 0 ; 1 0,1,2,....iks i k   

 :أن   نلاحظ 

 0

0

1 1
2

n
n

k

k

n
s



  
    

  
 

 اTال ف من هي متتالية مضاعفة غير محدودة ولكنها متتالية

 التي حدها العام لن خذ الأن  المتسمسمة المضاعفة mna  ولنضع باناخفي فضاء: 

   0 0

1

1 1

m n

mn ik

i k

s
m n


 


 

 

التدددي حددددها العدددام متتاليدددة المجددداميع الجزئيدددة لممتسمسدددمة iksحيدددث   ika،  عنا دددرها و تسدددمسmn 
0k حيددددث iks المتتاليددددة المضدددداعفة متوسدددطات  ،المتسمسددددمة تكددددون  و ika  لمجمددددع وفددددق قابمددددة

 أوقابمة طريقة سيزارو

 :إذا كان sلمجمع إلس العدد

,
lim mn

m n
s


 
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 نتيجة 1   24: 

2إذا كان  0 , 2 0a b       ذا كانت ، وا  , ,a b u v محدودة في 0,0; , من أجل 

 تكانإذا  و، عدد موجر ,

mn s    عندما   , ,m n     ،  ف ن , ,a b u v s   عندما 

   , 0,0u v  ا 

 :ملاحظة

,هذة النتيجة غير  حي  بشكل عام ولكن إذا كانت  إن  عكس   

mn

   دتتعمق ب, , ,a b   و  
 , ,a b u v s   وكانت محدودة من أجلm,n  ف ن   كات   بقدر  كبيرين ,

mn s   عندما
   , ,m n   مس لة مفتوحة  ا -) وهذا قيد الدراسة 

 نتيجة 2   24: 

0إذا كان  ,0 1;0 ,0 1a b               ،توكان , ,,mn mn

      من  محدودتين
ذا كان ،كات   بقدر   نيكبير  n,mأجل   توا  , ,a b u v s   عندما   , 0, 0u v    ، ن  ف

,

mn s    عندما   , ,m n   ا 

 تعريف 31: 

نقول إن  المتتالية المضاعفة   mnb د إلسو تتقارر بشكل محد s ، ونكتر mnb s R  عندما
   , ,m n    ،1 إذا كان لكل   وmnb s عندما   , ,m n     من أجل

1 1mn     ا الآن إذا كان ,

mn s R    عندما   , ,m n     نقول إن  ف ننا S  

قابمة لمجمع وفق   ; ,C R   إلسsث، حي  
, 0

mn

m n

S a




  ا 

 3.1.1مبرهنة 31: تإذا كان  ,u v s   عندما   , 0, 0u v   ،  ن  ف S   قابمة لمجمع
وفق   ; ,C R   إلسs  1أيا  كان, 1   .   

 2.1.1تمهيدية 23:  تعتمد قابمية الجمع وفق  ; ,C R  لد S   فقط عمس 
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سددددددددمود الدالددددددددة  ,u v  فددددددددي جددددددددوار مددددددددا عمددددددددس   0,0; , ; 0    ،  وفقددددددددا  لددددددددد هيريددددددددوت
Herriot 20ا 

تعاريف  21: 

 كما ي تي:  (Little-Oh) ال  يرة o-و) (Big-Oh)الكبيرة  (O-يمكن تعريف  

:       لتكن ا 1  متتاليتين عدديتين، عندئذ 

      
  

  
               

  ) محدودة

  
)
   

المتتالية            

 مجموعتان من الأعداد الحقيقية، عندئذ  يكون:   ، : ، حيث إن       ا لتكن لدينا الدالة: 2

                                             

 ا      وأ       ونكتر: 

                                               

 ا      أو       ونكتر: 

 ولنكتر بعض خواص هذة المراتر:

 ا      ف ن        إذا كان  ا1
 ا      ف ن         و       إذا كان  ا2
 ا      ف ن         و       إذا كان  ا3
́ إذا كان  ا4 ́  و       ́ ́ ف ن          أو       

 ا                  

 أو         ف ن         و       إذا كان  ا5

 ا               



 18انصفحح  رنيم نديم فجز
 

 ، و من أجل أَّ ثابت         ف ن        إذا كان  ا6

  (    )  ا     

(    )  ا7  ا              و      
(    )  ا8   (    )  ا              و      
 ا                        ا9

  المجموعةةةةةة مةةةةةن الصةةةةةف  10.1. 19:  َّلن خدددددذ فدددددي المسدددددتوxoy   المجموعدددددة النقطيدددددةE 
إذا كددددددان مددددددن أجددددددل أَّ    سددددددمس هددددددذة المجموعددددددة مددددددن ال ددددددفتد  التددددددي تقددددددع فددددددي الربددددددع الأول،

 :الآتيةتكون المجموعات  a,bعددين موجبين 

 

 

 

,0

0 ,

,

E a x y b

E x a b y

E a x b y

     

     

      

 

 غير محدودةا

   المصةةةةةةفوفات مةةةةةةن الصةةةةةةف11.1. 19: عمددددددس المجموعددددددة المعرّفددددددة  لددددددتكن الدددددددوالE  مددددددن
عطددددددداة بالشدددددددكل :م   ال دددددددف   , , , 0,1,....ika x y i k  ة غيدددددددر المنتهيّددددددد الم دددددددفوفةسدددددددمس ، تد

   , ,ikA x y a x y    الآتيةإذا تحققت الشرو     ال ف  من م فوفة: 

aالمتسمسمة المضاعفة  ا 
, 0

,ik

i k

a x y




  متقاربة عمس المجموعةE ا 

b0وجدددددددددددد أعدددددددددددداد مثدددددددددددل ي ا 00, 0, 0x y M  بحيدددددددددددث يكدددددددددددون  ؛ 
, 0

,ik

i k

a x y M




 

لكل نقطة  ,x y E  0و 0,x x y y ا 
cا 

 
 

,
, 0

lim , 1ik
x y E

i k

a x y





ا 

dا 
 

 
,

0

lim , 0ik
x y E

i

a x y





  لكل عدد مثبتk ا 

eا 
 

 
,

0

lim , 0ik
x y E

k

a x y





  لكل عدد مثبتi ا 
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 ملاحظات 8: 

 ا حيث عنا رة دوال معتمة1E فضاء الدوال المعتمة بد ل رمزن1. 

تددعس2.  u
 مجموعة من المرتبة  1حيثu E كالآتي، وتدعرّت : 

 
  

  

: , 0 1
:

: , 0

t u t
u

t u t


 

 

    
 

  

 

rلكل  3.  ،  دعس تدr عرّت كالآتي:ة وتد تممع دالة 

 
1 ;

:
0 ;

if x r
r x

if x r


 


 

u,1ليكن 4.  v E   وk :ا الجمع والضرر العددَّ يدعرّت كالآتي 

         , ,u v u v u v u v ku k u       

            

حيث    ,u u u 

      لكل  0,1 ا 

 مدعرّفة كالآتي: 1Eعمس عرّفةمد ال  Dالمسافة  ا5

 
 

    
 

 
0.1 0.1

, : sup , : sup max ,D u v d u v u v u v    
 

   

 

    

 وتعطس بالعلاقة: Hausdorff هاوسدورت مسافة  حيث 

     , max sup inf , , sup inf ,
y Y x Xx X y Y

d X Y d x y d x y
  

 
  

 
 

X, حيث Y  امجموعات جزئٌة غٌر خالٌة من فضاء متري 

 تعاريف 17: 

نقول إن  الدالة المعتمة-1  1: ,f a b E مستمرة عند 0 ,x a b،  0إذا كان لكل  يوجد
0   هحيث إن  ب؛     0,D f x f x   لكل ,x a b 0وطالماx x   ا 
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كانت إذا  f x  مستمرة لكل ,x a b،   عندئذ  نقول إن f x  دالة مستمرة عمس  ,a b ا 

الدالة المعتمة  نقول إن   -2  1: ,f a b E وم ريمان عمسقابمة لممكاممة حسر مفه ,a b   إذا وجد 
1I E   0مع الخا ية, 0    ، كل تجزئة ه من أجل حيث إن  وبp من المجال ,a b 

0حيث 1: .......... np a x x x b     التجزئة   و نظيم p  ،ختيار النقا  وبا
 1, ; 0, 1i i ix x i n   ، يكون لدينا  : 

  
1

1

0

,
n

i i i

i

D f x x I 






 
  

 
  

 حيث 
b

a

I f x dx ا 

بفرض  -3 f x  فة عمس المجال غير المحدود معتمة معرّ دالة ,a ، عرّتند  ذ  عندئ : 

   lim

t

t
a a

f x dx f x dx




  

نقول إن  التكامل متقارر و  ،ا في هذة الحالة1Eبشر  أن  النهاية عمس الجانر الأيمن موجودة في 
 ات ذلد نقول إن  التكامل متباعدتساوَّ قيمته قيمة النهاية، خلا

تعريف 22لكل دالة : 1 0,1f L والش بالشكل : -ٌمكن نشرها وفك متسلسلة فورٌٌه 

   
0

n n

n

f c f w x




 

تعطى المعاملات  nc f :بالشكل      
1

0

n nc f f x w x dx ا 

 3.1.1تمهيدية 22:  لتكن   ,n nD t K t  و   nK t
 تدل عمس نوى فيجرFejér  ديرخميهو 

  Dirichlet و سيزارو  ,C  من أجل  ،، إذا كانفورييه -والشبالنسبة لمتسمسمة  الترتيرعمس
f و xالثابت L، و 
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       

       

1

20

1

20

0 1,1

0 2,1

n

n

D t f x t f x dt

K t f x t f x dt

  

  




 

0من أجل كل عندئذ    ، :  ف ن 

       
1

0
0nK t f x t f x dt


   

 و

     ;n x f f x


   

 حيث
   ;n x f


 مجموع سيزارو النوني من المرتبة   ا 

  4.1.1تمهيدية 22:  0من أجلn ، :  ف ن 

        12 2 2
1

1 1 1
2 2 3,1

2 2 4
n n n

n
j n j

n
j

K t D t D t 




 
    
 

 

  5.1.1تمهيدية 8: الآتية  حيحة ن  القضاياإ: 

i   10ا E+0، أَّ، عن ر محايد بالنسبة لد 0u u u      1لكل منu Eا 

ii ا لايممد كل من0ا بالنسبة لد ,u r r   1نظيرا  فيEا 

iii ا  من أجل,a b  ،  حيث, 0a b   أو, 0a b  َّ1 وأu E لديناا  a b u au bu   ، 
a,حيث b ا 

iv ا من أجلa  1وأيا  كان,u v E  ، لدينا a u v au av   ا 

.V  من أجل,a b  1وأيا  كانu E  لدينا   a bu ab uا 

 6.1.1تمهيدية 8: 1 لتكن, , ,u v w z E   وk ،  الآتية  حيحة:عندئذ  القضايا 

iا     1,E D  فضاء مترَّ تام ا 
iiا    , ,D ku kv k D u v  
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iiiا    , ,D u v w v D u w    
ivا      , , ,D u v w z D u w D v z    
vا          , 0 , 0 , , 0 , 0D u D v D u v D u D v     

 :كالآتيعرت تد  1Eعلاقة مرتبة جزئيا  عمس العلاقة 

    ,u v u v u v u v    

          لكل 0.1 ا 

 7.1.1تمهيدية 8: 1كن لت, , ,u v w e E  0 و  حيحةية القضايا الآتعندئذ  تكون ا : 

iا  ,D u v u v u       ا 
iiإذا كان  اu v     0لكل   ن  ، فu vا 
iiiإذا كان  اu v  وv w  ن  ، ف u w ا 
ivإذا كان  اu w و v e  ن  ، ف u v w e   ا 

vإذا كان  اu w v w    ن  ، ف u vا 

 4.1.1مبرهنة 17 :المعتمة  إذا كانت الدالة  1: ,f a b E   مستمرة )بالنسبة لممسافة    ،
ومن أجل كل  ,x a b  عطس ا حداثيات المترية لمدالة تد f x بالشكل: 

     ,f x f x f x 

        

 ف ن   
b

a

f x dx 1، وينتمي إلس موجودE  تيةالآ عن ذلد بالعلاقة عبرويد: 

     ,

b b b

a a a

f x dx f x dx f x dx 



 
   

   
   
   

 5.1.1مبرهنة 5: إذا كانت  1: ,f a b E  و  1: ,g a b E   مستمرتين ف ن  دالتين: 

iا         
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx         حيث,  حقيقيةا ا  أعداد 

iiا      
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     حيثa c b  ا 
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iiiالدالة  ا : ,F a b    معرفة بد      ,F x D f x g x  مستمرة عمس ,a b  و

     ,

b b b

a a a

D f x dx g x dx F x dx
 

 
 
   

ivا  
x

a

f t dt   في   مستمر ,x a bا 

vا    
b b

a a

f x dx g x dx   أيا  كان   f x g x  لكل ,x a bا 

 التذبذب ببطء  12.1. 10: 

نقول إن  المتتالية  ns متذبذبة ببطء إذا كانت: 

 

المتتالية  تكون ا n لمعدديعني الجزء ال حي   الرمز   ns  إذا  متذبذبة ببطء وفق
كانت ns امتذبذبة ببطء 

 التذبذب باعتدال  13.1. 10: 

نقول إن  المتتالية  ns 1لكل، إذا كان  متذبذبة باعتدال  تتحقق العلاقة ،: 

 

 ملاحظات 2: 

الدالة المعتمةنقول إن   -1 s x  0تتناقص ببطء إذا كان لكل   0يوجد 0t  1 و  حيث ب
 هإن     s x s t   ، 0لكلt t x t  ا 

الدالة المعتمة نقول إن  -2 s x الحقيقية  ا كانت أسرة الدوالتتناقص ببطء إذا وفقط إذ 

    

    

| 0,1

| 0,1

s x

s x
















 

0أَّ ، متساو   متناق ة ببطء     0يوجد 0t   1و ،   ه من أجل كل حيث إن 0,1   

 11
lim limsup max 0

n

k n
n n k

s s
    

 

 n ,C 

 1
limsup max

n

k n
n n k

s s
  

  
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 يكون:

   

   

s x s t

s x s t

 

 





 

 

  

  
 

0tلكل  t x t  ا 

   6.1.1مبرهنة  30: ق المتناظر إذا كان المشت   rf x  لمدالة f x تكون عندئذ  ، ا  موجود 
لمتسمسمة فورييه لمدالة  rمن المرتبة  مشتقةال المتسمسمة f x   قابمة لمجمع وفق ,C   إلس
المجموع    rf x  حيثr ا 

1rمتناظر من المرتبةغير  وتممد مشتقا   xالنقطة معرفة في جوار fرض أن  لنفت  ولتكن 

 0 1 1, ,.............., r     وندعرّت ،ثوابت ,rw x t من خلال : 

 
 

   
1

0 0 1 1........ , 4,1
1 ! !

r r

r r

t t
f x t t w x t

r r
  



     


 

إذا كانت الدالة  ,rw x t 0نهاية عندما  تممدt   ،ف ن  لمدالةf وليكن،    مشتق من المرتبة   
   rf x ا عندئذ  من ا  فرديددا  ع  ا إذا كان 4,1:نجد 

 
 

   
2 1

0 2 1

1
........ , 5,1

2! 1 ! 2 !

r r

r r

t t t
t x t

r r
    



    


 

ذا كان   :ف  ،ا  زوجيعددا     وا   ن 

 
 

   
3 1

1 3 1

1
............ , 6,1

3! 1 ! 2 !

r r

r r

t t t
t t x t

r r
    



    


 

 أن ه توجد ثوابت بفرض
j وذلد بدون إضافة أَّ شر  عمس الدالة ,rw x t ،لدينا  يكون  بحيث 

 من 5,1  أو 6,1  وا  أو زوجي ا  فرديعددا     باعتبار ،:  

     
0

lim , 7,1r r
t

x x t 


 
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يمكن اعتبار ، فعندئذ  موجودة  r x من المرتبة  قفزة لممشتق r،  حتس لو كان هذا المشتق غير
 ا xد موجود عن

 7.1.1مبرهنة 27: إذا كانتf  تحقق  0r x  ، 1 إذا كانت وr r    ،:  ف ن 

  
     

 
1

1 ,
0 8,1

r
r

n

n

x t
x dt

t








   

nعندما     حيث n x  من المرتبة  ةسيزارو النوني طريقةتحويل  افقة لممتسمسمة المر
لمدالة  f xا 

 8.1.1تمهيدية 26:  ليكن
0

n kS u
 

 
 
  إلس مجموع سيزارو من المرتبة  يرمزد لد

0

k

k

u




، 

 :بمعنس آخر

0 0 0

n n

n k n k k k

k k

n k
S u A u u

n k

 




 

   
    

   
   

1إذا كانت  ،   ف ن: 

 

 

2 2 2

1 10 0 0

10

cos 2 cos

9,1

2 sin ;
1

u

n n

n n

t S t dt u du S t dt

n
t S t dt A n

 
 

 
 

   


  



 



   
     

    


           

   



 

 9.1.1تمهيدية 26:  لتكن nK x طريقة  تحويل ترمز إلس ,C  من المرتبةn   المطبق

1لمتسمسمة عمس ا
cos cos 2 .............

2
x x     عندئذ: 

     

   

1

1

; 0 10,1

1
; 11,1

r
r

nr

r

nr r

d
K t Cn t

dt

d C
K t t

dt n t n





 







 

  

 
   

 
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1حيث   1 , 1,2,......r n     

 8.1.1مبرهنة 30:  ذا وجدت ثوابت  ا  زوجي ا  عدد   إذا كان 0وا  2, ,............, r   حيث إن  ، ب: 

     
2

0 21

0

1
......... 1 12,1

2! !

t r

rr

u u
u du o

t r
   



 
     
 

 

0tعندما      حيث      
1

2
t f x t f x t

 
    
 

 من المرتبة   مشتقةال المتسمسمة ف ن   

لمتسمسمة فورييه لد     f x   تكون قابمة لمجمع وفق ,C  حيثr    إلسr ا 

 10.1.1تمهيدية 27:  إذا كانت nK t   نواة ,C  كنالمرافقة ولت: 

     
1 1

cos 13,1
2 2

n nH t t K t   

0  تإذا كان 1r   يكون لدينا: 

  
 

   

     

1

1

; 0 14,1

1
; 15,1

r
r

n

r r

n

K t Cn t

H t Cn t t
n



 







  

  

 
   

 

 

 9.1.1مبرهنة 28:   0وجد ثوابت عدد  حي  فردَّ وت  لنفرض أن 2 1, ,............., r    حيث ب
 :إن  

 
 

   
2 1

0 2 1

0

.............. 1 16,1
2! 1 !

t r
r

r

u u
u u u du o

r
   




    
  

0tعندما     لمدالة    من المرتبة  لمشتقة متسمسمة فورييه افقةالمتسمسمة المر  ا عندئذ  f x 
قابمة لمجمع وفق ,C   ; 1r r   إلس التكامل: 

 
 

1

,1
17,1

r

n

x t
dt

t







  

: حيث  إن    
 

2 1

0 2 1, 2 ...............
2! 1 !

r

r r

t t
x t t

r
    





  
     

  
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            و      
1

2
t f x t f x t     

 10.1.1مبرهنة 28:   1وتوجد أعداد  حيحة  ،ا  زوجي ا  عدد  لنفرض أن 3 1, ,............., r    
 :حيث إن  ب

 
 

   
3 1

1 3 1

0

.............. 1 18,1
3! 1 !

t r
r

r

u u
u u u du o

r
   




    
  

0tعندما   لد   من المرتبة  متسمسمة فورييهلمشتقة ال المتسمسمة افقة، عندئذ  مر f x  قابمة
 لمجمع وفق ,C   1حيثr r    إلس التكامل 17,1ا 

Borel  بوريلطريقة 14.1. 15: 

نقول إن  المتتالية  ns قابمة لمجمع وفق طريقة بوريل إلسs إذا كانت  ، ونكترد

 اعندما  و xمتقاربة من أجل كل المتسمسمة 

طريقة بوريل في قابمية الجمع هي طريقة نظاميةإن   15ا 

Hölder طريقة هولدر  15.1. 33: 

نقول إن  المتتالية ns إلس قابمة لمجمع وفق طريقة هولدرs  ونكترد: 

 اعندما   تإذا كان 

  يكدددددددددون: المتوسدددددددددط ، بتكدددددددددرار عمميدددددددددة الحسدددددددددار  ، لكدددددددددل    عدددددددددرّت ند  

 
   1 1

0 ......

1

k k
k n

n
n

 


 
 




0kلكل     او  و 

ا مدددددددددن المعدددددددددروت أن ددددددددده إذا كاندددددددددت  kنظاميدددددددددة بالنسدددددددددبة لدددددددددد  تكدددددددددون طريقدددددددددة هولددددددددددر  
 ا[17]  ف ن  ، و  حيث  

نقول إن   ، sقابمة لمجمع  وفق طريقة بوريل إلس  إذا كانت  ns  قابمة لمجمع 

 ns s B

0 !

nn

n

s
x

n






0 !

x nn

n

s
e x s

n






x 

 ,H k

 ,ns s H k
 k

n s n 

 1

0

1

1

n

n j

j

s
n






0n 

 0

n ns 
   1

0

1

1

n
k k

n j

jn
 









 ,H k

 ,ns s H k0k k k  ,ns s H k 

  k

n
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 ا ونكترد  sإلس وفق 

الفرق العكسي لممتتالية عرّت ند  ns  0لكلn   0من خلال 0s s    1و 1n n ns s s      
0kلكل    و يكون لدينا     1k k k

n n nV 


  ا 

 :حيث

 

 1

0

0

1
; 1

1

1
; 0

1

n
k

j

jk

n n

j

j

V k
n

V

j s k
n








 

 
  
 





 

ويمكننا التعبير عن  1k

n
 يةبال ي ة الآت: 

 
 

1

0

1

kn
jk

n

j

V
s

j






  

ويمكن إعادة كتابة العلاقة     1k k k

n n nV 


   بالشكل   
 

0

1

kn
jk k

n n

j

V
V s

j




  ا 

 

 ملاحظة:

العلاقة 1. 1ns o   0تعنيns   عندماn ا 

 العلاقة 2.  1ns O    تعني أنns  عندما محدودةn ا 

  11.1.1مبرهنة 14:  إذا كانت ns s B  و  nn s o n    n  ،   ف ن  ns 
 اsتتقارر إلس

 12.1.1مبرهنة 14: إذا كانت  ns s B  و  ;nn s O n n  ،   ف ن ns تتقارر 

 اsإلس

 11.1.1تمهيدية 10 َّتكون:  : من أجل أ 
   1k k

n nV n 


 ا 

 ,B H k  ,ns s B H k

0k 
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 12.1.1تمهيدية 10  َّكون ت : من أجل أ: 

       1 1
19,1

k k k

n n nn V V V
 

   

 13.1.1تمهيديةةةةةةةةةةةة 33:  إذا كاندددددددددددت ,1ns s H  و ns فددددددددددد ن   ،بدددددددددددبطء متذبذبدددددددددددة ns 
 اsتتقارر إلس

 14.1.1تمهيدية  15:  ا ف ن   ،إذا كانت 

 ملاحظات 14: 

إذا كانت -1   1 x f x

     حيث؛        
1 1

0

x

f x x t f t dt


 
 

    و 

xعندما هي دالة التابع غاما     0و   عندئذ  نقول إن ،  الدالةنهاية f x  وفق طريقة
 ,C ، رد ونكت:    ,f x C ا 

إذا كانت  -2 xe g x   عندماx   عندئذ  نقول إن،نهاية الدالة f x  وفق طريقة

,C 
 

 
 
 ونكترد  ،   ,f x C 

 
  

 
 ا 

لاحظ أن  ند  ,C  حيث ية بالنسبة لقابمية الجمعتكون طريقة سيزارو القياس ،: 

        

    

1 1

0

1
1 1

1

log log

x

x x t

X

e g x e x t e f t dt

X
X f T dT

T











  


 

  

 
   

 



 

لمدالة  رة عن تحويل هولدر الداليوأن  التكامل الأخير عبا  logf Tا 

 موجر أكبر من عدد  حي   عدد حقيقي و   أن   و بفرض أن   -3

 ندعرّت:   ا  أعدادا  عقدية(..……,n=0,1,2  و ليكن 

 
 

1

,

x n

n N

s x
S x e

n

 

  
 

 





 

 ا 

0k 

 ns s B  ,1ns s B H

0 N






ns
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 تإذا كان -4 ,S x    عندماx ،   عندئذ  نقول إن المتتالية نهاية ns طريقة  وفق
 , ,B   ، ونكتر , ,ns B   ا 

  15.1.1تمهيدية 33: 0من أجلx t    ،0 1  ،يكون لدينا: 

     

     

1

0

1 1

0

1

t

t x

t

x v f v dv

f v dv x w w v dw



 









  

  

  



 

 

 13.1.1مبرهنة 19:  التحويل , , ,C B  
 

 
 
لممتتالية  ns  يساوَّ التحويل , ,B    

لممتتالية ns :َّا أ 

     
1

, ,

0

x

x te x t e S t dt S x


    



  

وهذا ينت  من كون   , , ,ns C B   
 

  
 

إذا وفقط إذا كانت   , ,ns B    ا 

 14.1.1مبرهنة 19: إذا كانت , ,ns B   ،   ف ن   , , ,ns C B   ، 

لأن   وهذا بديهي    ,C  انظامية 

  15.1.1مبرهنة 19: 

( (iإذا كانت , ,ns B    ،   ف ن  , , ,ns C B     ا 

 (ii) لممتتاليددددددددددة نهايددددددددددة وفددددددددددق  يوجددددددددددد  , , ,C B  ،  وفددددددددددق  لكددددددددددن  نهايتهددددددددددا , ,B    
 اغير موجودة

Nörlund طريقةةةةةةةةةة نيورلنةةةةةةةةةد 16.1. 23:إن  المتسمسدددددددددمة  نقدددددددددول∑   
 
لمجمدددددددددع  قابمدددددددددة    

 : حيث            تإذا كان   إلس المجموع       ند وفق طريقة نيورل

   ∑      
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    {

    

  
         

               
  

   ∑   
 
         ∑   

 
                   

ذا كانتهي متتالية من الثوابت الحقيقية أو العقدية      و المتسمسمة قابمة لمجمع بطريقة نيورلند  وا 
∑نكتر: ف ننا           

 
 ا            

 ويمكننا أن نكتر:

   ∑
    

  
  

 
    ∑

  

  
    

 
    ∑

    

  
  

 
    ∑

  

  
    

 
     

Nörlund-Cesàro   سيزارو   -طريقة نيورلند17.1. 23: 

جدددددداءد قابميدددددة  الجمدددددع  وفدددددق تد ِّيدعدددددر , nN P ق  وقابميدددددة  الجمدددددع  وفددددد ,1Cقابميدددددة الجمدددددع وفددددددق ،
  , ,1nN P C  1  بالرمز   له نرمزد وp

n nN C  ا 

 :إذا كان

 1

0 0

1 1
20,1

1

n k
p

n n k v

k vn

N C p s s
P k 

 


  

 اعندما 

تحويل هو  و   لد  تحويل هو  حيث  ,1C ا  لد 

قابمدددددة لمجمدددددع وفدددددق   المتسمسدددددمة   عندئدددددذ  نقدددددول إن     , ,1nN P C  إلدددددس العددددددد المحددددددود

sا  

نقول إن  المتتالية nx  إلس العدد  سيزارو -نيورلندقابمة لمجمع وفقL  الموزونة العاديةوفق الطريقة 

ممتتاليةلوالمحددة  np وفققابمة لمجمع  خت اربا أو ,1C  :إذا كان 

   1lim 21,1p

n n
n

N C x L 

n 

p

nN , nN Pns1

nCns

0

n

n

a






 , nN P
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 ا و نكترد 

 :ا إذا كانتقابمة لمجمع وفق  مجموعة كل المتتاليات الإلس  سنرمز بد 

 lim 22,1n
n

x a 

تكدددددون  ا عندئدددددذ  موجدددددودة 21,1 العكدددددس غيدددددر  دددددحي  دائمدددددا اة حدددددالا عمدددددس أيّددددديضدددددا  موجدددددودةأ ، 
 ن ذلد من خلال المثال الآتي:بيّ نستطيع أن  ند 

 مثةةةةةةةةةةةةةةةةال 4:   لكددددددددددددددددل  لن خددددددددددددددددذn N،  أيضددددددددددددددددا  المتتاليددددددددددددددددة الآتيددددددددددددددددة  لنعددددددددددددددددرّتو
 :،عندئذ  لدينا

 عندما    

عمما  أن    kx x غير متقاربةا 

ه يمكن أن تقتضي العلاقة ن  نلاحظ أ 21,1  العلاقة 22,1اتحت شر  معين 

 مثال 5انيورلندتؤول إلس طريقة  عندئذ   ، : لتكن لدينا المتتالية 

( Riesz Method)       طريقة ريس 18.1. 14: 

∑المتسمسددددددمة  نقةةةةةةول  ن     
 
  إلددددددس المجمددددددوع         قابمددددددة لمجمددددددع وفددددددق طريقددددددة ريددددددس    

 :حيث إن              تإذا كان

   ∑      

 

   

 

 و

    {

  

  
            

                   
 

 ، ويمكننا أن نكتر:    ̅  رمز لطريقة ريس أيضا  بالرمز: ويد 

1 limp

n n n
n

L N C x 

1p

n nN C
1p

n nN C

1np 

   1
k

kx x  

 
0 0

1 1
1 0

1 1

n k
v

k vn k 

 
 
 n 

 n
1p

n nN C
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   ∑
  

  
  

 
    ∑

    

  
    

 
    ∑ (

       

  
)  

 
     

 ∑ (
         

  
)     

 
     

 ملاحظة: 

(    )طريقة ريس      عندما يكون         
  

  
سالبة متتالية غير      حيث  

∑   ومتناق ة وتحقق:    
 
 ا   عندما       

 :مبرهنة هاردي 

 :الآتية تمبرهنالكل من ال تدعتبر تعميما  مبرهنة هاردَّ إن  

 :هذة المبرهنات إلس عدة رموز منهانحتاج في 

     0

1n n n nw u n u n u u     

   1

,

0 0

1 1

1

n k

n p k v

k vn

u p u
P k


 




  

              1 0 1 0

, , , ,n p n p n p n pw u w u w u  

   16.1.1مبرهنةةةةةةةةةة 14:  إذا كاندددددددددت nx  قابمدددددددددة لمجمدددددددددع وفدددددددددق طريقدددددددددة ,N p إلدددددددددسx و
     0

, 0 1n pw x  ،   ف ن nx إلس تتقاررx ا 

   17.1.1مبرهنةةةةةةةةةةةةة 14:  إلددددددددددددس قابمددددددددددددة لمجمددددددددددددع وفددددددددددددق  إذا كانددددددددددددتs 

والشر       , 0 1
m

n pw u    محقق، ف ن nu تتقارر إلسs ا 

 16.1.1تمهيديةةةةةةةةةةة 14:  العلاقددددددددددة كددددددددددافم الشددددددددددر  المعطددددددددددس فددددددددددييد lim inf 1 , 1nt

n
n

P
t

P
  

 :لعلاقةا

lim inf 1 ,0 1

n

n

n
t

P
t

P
   

    1

,n p u ,N p



 34انصفحح  رنيم نديم فجز
 

Abel  آبلطريقة 19.1. 34: 

نقول  إنّ المتتالية   ns  إذا كانت  ونكتر  ،قابمة لمجمع وفق طريقة آبل إلس

أن ه إذا  ونعمم،  عندما وتسعس إلس  متقاربة من أجل  المتسمسمة

يقة قابمة لمجمع وفق طر  هاف نّ  ،  حيث إلس كانت المتتالية قابمة لمجمع وفق 
 اآبل إلس

 18.1.1مبرهنةةةةةةة 21:  نقددددددول إن  المتسمسددددددمة العدديددددددة
0

k

k

u




 ة لمجمددددددع وفددددددق طريقددددددة آبددددددل قابمدددددد

إذا كانت  ،sإلس العدد
0

k

k

k

u x




 0متقاربة من أجل 1x   ويكون: 

 
1

0

lim 23,1k

k
x

k

u x s





 

 :تيمشر  الآل مدكافم الشر  وهذا

   
0 0

1 24,1k k

k k

k k

u x x s x
 

 

   

 :الإثبات 

0، لددددددتكن فددددددي الواقددددددع 1x   والمتسمسددددددمة فددددددي الطددددددرت الأيسددددددر مددددددن العلاقددددددة 24,1 ،متقاربددددددة

1x حيدددددددث؛  rلن خدددددددذ العددددددددد  r ،   عندئدددددددذ  بمدددددددا أن
0

k

k

k

u r




 متقاربدددددددة ف ن ددددددده يوجدددددددد عدددددددددc 

;بحيث يكون  0,1,2,....k

ku r c k   ولذلد يكون: 

2

1 1 1 1
1 .......

1

n n n

n n n

c
s x cx x

r r r r r

 
      

 
 

nو تسعس هذة العبارة إلس ال فر عندما     نجد:تحويل آبل باستخدام ولكن 

   
1

1

0 0 0

1
n n n

k k k n k n

k k n k n

k k k

u x s x x s x x s x s x




  

        

0nوبما أن  

ns x    ف ن 24,1 برهن بنفس الطريقة إذا افترضنا تقارروتد  ، حيحة 

s ns s A

0

n

n

n

a x




0 1x s1x 

 ,C s1  

s
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المتسمسدددددمة الموجدددددودة فدددددي الطدددددرت الأيمدددددن مدددددن العلاقدددددة   24,1، التعبيدددددر ، يمكدددددن أيضدددددا   هدددددذاول
عن الشر   23,1 كما يمي : 

   
1

0

lim 1 25,1k

k
x

k

x s x s





  

وفدددددق طريقدددددة آبدددددل إذا تحققدددددت العلاقدددددة  sدن  هدددددذة المتسمسدددددمة قابمدددددة لمجمدددددع إلدددددس العددددد ونقدددددول بددددد 
 25,1 ا 

 :الآتيةنة يمكن أيضا  إثبات  حة المبره

 مبرهنة فروبينيوس  21: 

إذا كانددددت المتسمسددددة قابمددددة لمجمددددع وفددددق طريقددددة  ,1C العدددددد إلددددسs فتكددددون قابمددددة لمجمددددع وفددددق ،
 اأيضا   sطريقة آبل إلس

 : الإثبات 

أن   في الواقع ، بما  0 1 21 ......n nn s s s s     ،  الطرت الأيمن من عطسفيد 

  24,1بالشكل: 

     
2

0 0

1 1 26,1k k

k k

k k

u x x k x
 

 

      

 وذلد باستخدام تحويل آبلا

0ولكن من أجل  1x  لدينا: 

 
 2

0

1
1

1

k

k

k x
x





 


 

 أو

   
2

0

1 1 1 k

k

x k x




   
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مددددددددع الاخددددددددذ بعددددددددين الاعتبددددددددار العلاقددددددددة  sطرفددددددددي العلاقددددددددة السددددددددابقة بالعدددددددددد رر بضددددددد و 26,1 
 :نح ل عمس

    

           

2

0 0

2 2

0 1

1 1

1 1 1 1 27,1

k k

k k

k k

N
k k

k k

k N

u x s x k s x

x k s x x k s x



 

 

 



 

    

       

 

 

 

ذا كان   :بحيث يكون   طبيعي ن ه يمكن اختيار عدد عددا  ما موجبا ، ف وا 

1k s    لكلk Nا 

فعندئددددذ  المجمددددوع الثدددداني فددددي الطددددرت الأيمددددن مددددن العلاقددددة  27,1  أ دددد ر مددددن  ا أمددددا بالنسددددبة 
لممجمددددوع الأول مددددن تمددددد العلاقددددة فهددددو يسددددعس إلددددس ال ددددفر باعتبددددار أن  عدددددد الحدددددود فيدددده ثابددددت 

هذا ينت  أن  العلاقة  ومن 23,1 ا محققة 

Abel -Cesàro  سيزارو  -طريقة آبل 20.1. 21: 

نقول إن  المتتالية  ns إلس قابمة لمجمع وفقs  إذا  ونكتر 

  عندماsوتسعس إلس جل كل متقاربة لأ كانت المتسمسمة 

تؤول إلس قابمية الجمع وفق آبل عندما  لاحظ أن  قابمية الجمع وفق ند  ، حيث 
 ا 

 مبرهنة آبل 34 : 

تنص عمس أن ه إذا كانت  ns تكون قابمة لمجمع وفق ، عندها إلس وفق طريقة سيزارو متقاربة
أيضا ، عكس هذة المبرهنة غير  حي  بالضرورةا في حين أن  العكس الجزئي من  آبل إلس

 :الآتية وهذا يتض  من خلال المبرهنات Tauber [32]مبرهنة آبل ح ل عميه  

 نحتاج إلس هذة الرموز في المبرهنات:

n nna   ، وتشير
n

 طريقة تحويل إلس ,C   لد n ا 

  ,A C   ,ns s A C 

 1

0

n

n n

n

s s x 






0 1x 1x 

1 0s

   ,A C 

0 

s

s
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: إذا كانت 19.1.1مبرهنة ns ف ن   و  قابمة لمجمع وفق آبل إلس ns  تتقارر
                                                                            اإلس 

: إذا كانت 20.1.1مبرهنة ns حيث  ،و  قابمة لمجمع وفق آبل إلس

ف ن   ،   ns اتتقارر إلس 

: إذا كانت 21.1.1مبرهنة ns لكل ثابت غير  و قابمة لمجمع وفق آبل إلس
ف ن   ،سالر ns ا تتقارر إلس 

إذا كانت  :  22.1.1مبرهنة ns لكل ثابت غير   و قابمة لمجمع وفق آبل إلس
ف ن   ،سالر  ns اإلس قابمة لمجمع وفق 

إذا كانت  :23.1.1مبرهنة ns إلس قابمة لمجمع وفقs و   حيث
ف ن   ،لكل ثابت غير سالر   ns إلسقابمة لمجمع وفقs ا 

الشر  اللازم والكافي لقابمية جمع : 24.1.1مبرهنة ns إلسوفقs  حيث
1   تكون ،هو أن ns  إلس قابمة لمجمع وفقs  ا و 

1كن : لت25.1.1مبرهنة  ، إذا كانت  nsوفق قابمة لمجمع  ,A C  إلسs  و
  1m

nm
n H     2 عدد  حي  لكلm 1عدد  حي  وكلn   ف ن ، ns  قابمة لمجمع

وفق  ,C    إلسsا 

إذا كانت  :26.1.1هنةمبر  ns قابمة لمجمع وفق آبل إلس sعدد  لكل و
2m  حي  1عدد  حي  وكلn  ،   ف ن ns ا إلس  تتقارر 

 اف ن   ،ت: إذا كان[29] 17.1.1تمهيدية

 اف ن   ، ت: إذا كان[14] 18.1.1تمهيدية

 اف ن   ، ت: إذا كان[6] 19.1.1تمهيدية

 .ن  ف  ، تإذا كان: [32] 20.1.1تمهيدية

s 1n o 

s

s 1 1
n

o 

1

0

1

1

n

n k

k

ka
n






s

sn H  

Hs

s
1

n H  

H ,1Cs

  ,A C 0 

n H  H ,C 

  , 1A C  

 ,C  1 1n o  

  1m

nm
n H   

s

1   1n n n nn s n s s       

1    1 11n n ns s      

1    1 11n n nn          

1         , ,A C A C 
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 :ف ن   ومن أجل أَّ عدد  حي   ، تإذا كان :[7] 21.1.1تمهيدية

 

:حيث   إن 

 

 و 

 

 احيث  

 22.1.1تمهيدية  7: يكون: من أجل أَّ عدد  حي   كن لت 

 

 ا21.1.1معرفة في التمهيدية حيث 

 من أجل       متتالية متناق ة تماما  و      بفرض أن  :[21]الأولى  تمهيدية آبل  
:  عندئذ 

´

0
0

0

max
n

kk k
k n

k

a b a S
 



  

´

max
q

kk k p
p k q

k p

a b a S
 



  

´حيث إن: 

 ;
k

k j

j p

S b k p


   و 
1 ´ ´

1

q q

k qk k k k q

j p k p

a b a a S a S




 

    ا 

  [21]تمهيدية آبل الثانية: 

1  2m 

         1

1

1
m

j j jm

n m nm
j

n A n
  

 



   

               1 0
, 0

j j j

m m m mA a a a   


  

          
1 2 1

1 2 1
1 1 , ,.....,

..........
j

r s

m
j

m j
k j j t t t m

r s t t

a k t t t    



    

  

 
 

     
 
 



1, 2,......,j m

1  2m 

               1

1 1 1 1
j j j

m m mA j A j A    


       

   j

mA 
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بفرض أن   na و nb :  متتاليتان حقيقيتان غير سالبتين، عندئذ 

إذا كانت  ا1 na  :0متناق ة ف ن
0

0 0

max
n k

k k j
k n

k j

a b a b
 

 

  ا 

إذا كانت  ا2 na :متزايدة ف ن 
0

0 0

2 max
n k

k k n j
k n

k j

a b a b
 

 

  ا 

Lebesgue Theorem  غ(ي: )مبرهنة ليب 27.1.1مبرهنة 35  : لتكن 
1n n

f



 الدوالمتتالية  

، عندئذ  يكون fةالقيوس دالةإلس ال المتقاربة تقريبا  في كل مكان بالنسبة لدو  قيوسةالة و المنتهيّ 

nf f ا 

( Riemann-Lebesgue theorem)ليبيغ  -مبرهنة ريمان :28.1.1مبرهنة 35:  لتكن
يّا    الدالة  أسرة                  ولتكن       ودة   عمس الفترة المحد)جزئيا   مستمرة ق ط ع 

يّا   وتحقق هذة الأسرة من       )جزئيا   عمس الفترة  لانهائية من الدوال المتعامدة والمستمرة ق ط ع 
‖  ‖العلاقة:   ومن أجل أَّ عدد  حي  موجر   أجل ثابت ما منته   ، عندئذ يكون    

   *lim 0k
k

f t t dt








 حيث ،  
، ونظيم الدالة      هي الدالة المرافقة العقدية لمدالة      

عطس بالشكل: يد       

1

2
*

k k kt t dt





  
  

  
  
ا 

Theorem Egoroff  يغوروف : مبرهنة  29.1.1مبرهنة 35:  لتكن 
1n n

f



متتالية من  

، عندئذ  من أجل أَّ fالدالةإلس  المتقاربة تقريبا  في كل مكان بالنسبة لمقياس و  قيوسةال الالدو 
0عدد    مثل  مقيسةتوجد مجموعةR  حيث إن  ب : 

iا  \X R ا 
iiا  

1n n
f




 اRتظام عمس انب fتتقارر إلس  

Theorem Lusin  : مبرهنة لوزين30.1.1مبرهنة  35:  لتكنnX R  مقيسةمجموعة ،
f: لدالةاكن تول وفق قياس ليبيغ المنتهيّ  X R تقريبا  في كل مكان  ةوفق ليبيغ ومحدود ةقيوس
0عندئذ  من أجل أَّ عدد    توجد مجموعة م مقة مثلF X  الدالةمق ور  حيث إن  بf  
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Ff|هو  Fعمس 


 :ويكون تبعا  لذلد  ةمستمر دالة  

 \m X F  

   nRقياس ليبيغ عمس  m)حيث 

Theorem Fejér  رمبرهنة فيج : 31.1.1مبرهنة 16:  لتكن:f R   دالة مستمرة
 التحويلعندئذ   2ودورية بدور  قدرة  n  المجاميع الجزئية  المطبق عمس متتاليةق سيزارو ائلطر

 ns  لمتسمسلات فورييه لدf  إلس جميعهاتتقاررf  عمس المجال ,   

 :حيث

 
n

i k x

n k

k n

s x c e


   

 
1

2

i k t

kc f t e dt










  

       
1

0

1 1

2

n

n k n

k

x s x f x t F t dt
n










 

    

 ا من المرتبة  فيجزنواة nFحيث 
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 الفصل الثاني

 طريقة سيزارو طة والمضاعفة وفققابمية جمع المتسمسلات البسي

 

 :وفق طريقة سيزارو فورييه -متسمسمة والشقابمية جمع  1.2.

تكون قابمة لمجمع وفق طريقة  الكمولةالمثمثية لمدالة  فورييهمتسمسمة  أن   غيفيجر ليب ن مبرهنةبيّ تد 
 ,1C  0جة من أجل تعميم هذة النتي تمّ  ، ومن ثمّ تقريبا  في كل مكان  ا 

 1.1.2تمهيدية 22:  لتكنC  عمس مقيسة مجموعة جزئية 0,1  و   ,D x x C   عد بد 

كن ولت ،Cعن  xالنقطة 
1 2 3 ................ 0h h h    غير سالبةحدود  متتالية متناق ة ذات 

 :وتحقق الشرو  الآتية

 1,2
j

j

h

h M





 

 
1

2,2
jh j

M

h 

 

0ولكل  Mبالنسبة لمثابت  ا 

x، من أجل عندئذ   C ،  لدينا :يكون 

 
 

 
1

3,2
j

j j

D x h
x

h







   

  الإثبات :

 :مجموعة م مقة ا وبفرض أن   C خذ ن أن ، يمكندون أن يؤثر عمس عمومية المس لة

 1 1

1

,1 n

n

V h h C I


     

10من أجل أَّ  ،nلمجالات المفتوحة بطول من ا تجزئة  nIحيث  h h :يكون لدينا ، 
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     
 

 
 

 
 

   1 2

1 n nn n

C C h C h V

n h hC h I C h I

D x h dx D x dx D x dx

D x dx D x dx T h T h
 

 

   

  

  
        

  

  

   

 

ومن أجل  ,n n nh C h I      وعمس هذة المجموعة  nD x   يكون لدينا: 

  2

1

n

n

h

T h





  

 :وبالتالي يكون 

  2 2

1

1 1 1 1

1 1 1

n j j n

j n n n

j j h n h nj j j

T h M
h h h 

  
   

     

           

و من أجل  ,n nh C h I h    وعمس هذة المجموعة D x hيكون لدينا: 

   2

2 1
n h

T h h
 

  

 وبالتالي:

 2

1 1 1 1

1
1

n j n j

j j j n

j j h n h nj

T h h h M
h  


   

     

           

:لذلد   ف ن 

 
    1 2

1 1

1j

j j

j jj jc

D x h
dx T h T h

h h

 

 


       

 التكاممية الدالة بما أن   xمتقاربة عمس C،  كل من ال يغ  لاحظ أن  ند ف ننا   1,2 , كافم تد  2,2
1rوجود     وq  0بحيث 1q  ولذلد 1j r jh qh j    

2التمهيدية تكون  حيحة لأجل  ،خاص بشكل   j

jh  ا 

 1.1.2مبرهنة 22:  0من أجل الكمولةلمدالة  فورييه-متسمسمة والش تكون  ا  f x   قابمة 

لمجمع وفق  ,C    إلس f x اتقريبا  في كل مكان 
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  الإثبات :

ليكن      .2 1 2n n

n nx r x r x      ،   تكون المساواة الآتية عندئذ: 

         
 

 

 
1

2

0

2 1
n

n

n

x

n

x

D t f x t f x dt f t f x dt o





      

 فالعلاقة ،3.1.1تمهيديةال وحسر، هلاحظ أن  ند  انتقريبا  في كل مكامحققة  2,1  أَّ ا محققةتكون

0الثابت  أنه لأجل 1مجموعة  توجد، لوزين مبرهنة في الواردC  1 قياسها أكبر من
2


  حيث

 :العلاقة غيليبمبرهنة  حسرايضا   ويكون لدينا، مستمرة تقريبا  في كل مكان f تكون الدالة

       
0

1
lim 0 . . 4,2

x h

h
x

f t f x dt a e
h




  

1من قياسها أكبر 2Cة مجموع توجد ي وروتإبتطبيق مبرهنة الآن 
2


 ،وهذا يقضي تحقق

 4, 1و بفرض أن  ا بانتظام2 2C C C 1 قياسها أكبر من حيث  الدالة تكون فاf  محدودة
مرة بانتظام ، أَّ مستو  f x B  ،ذا كان  :وا 

       
1

sup sup 5,2

y u

u h y C
y

w h f t f y dt
u



 

  

لدينا   0w h   0عندماh من أجل ا x C،  بضرر المعادلة 3,1  بد
   f x t f x  نح ل عمس : ،بالمكاممةو 

     

       

       

1

2

0

1

2
1 0

1

2
1 0

1
1 2 2

4

1
1 2 2

4

n

n

n

n
j n j

j

n
j n j

j

K t f x t f x dt

o D t f x t f x dt

o D t f x t f x dt

 



 



 

    

    



 

 

 

،  ثبات  حة وبالتالي  2,1  يكفي أن يكون: 



 44انصفحح  رنيم نديم فجز
 

     
 

 

 
2

1 2

2 6,2

j
n

j
n

x
n

j

n

j x

x f t f x dt











 

    

 ا، وذلد بحكم اختيارية Cسعس لم فر تقريبا  في كل مكان عمس ت

0 قابل كلمالآن ،  ، عندئذ  باختيار p p ه حيث إن  ب ؛ 2 pw    ف ن   وبالتالي 
   f y f x  ، لكل,x y C  2حيث ؛ px y  ، : نكتر 

     
 

 

 
2

1 2

1 1 2

2 7,2

j
n

j
n

x
p n

j

n

j j p x

x f t f x dt S S











   

  
       
   

     

 :لدينا

   
 1 2

1

1
0 2

.2

2 [max .2 ] 8,2

n

n

n

r

p n

r
r

S f t dt B 







 

 
     

x,0من أجل  C n n ا 

xمن أجل   C  و p j n    عرّت ند  j jy y x  من عن را  كون يلC  بحيث يكون هو ؛
2 إلس الأقرر j

jz x   :  عندئذ 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

 9,2

n j n j n j

n j n j n j

z z z

j j

z z z

f t f x dt f t f y dt f y f x dt

  

  

      

 

,بما أن  jx y C  12و 2 2j p

j jx y x z        

والتكامل الثاني عمس يمين ال ي ة  9, 2أ  ر من  2 n  التكامل الأول مساو  لد ا:  

 

   
 n jj

jn j

zy

j

yz

dt f t f y dt





    

           2j n j j n j n j j n j j j jy z w y z z y w z y v w v         
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  :حيث    max ,j j n j n j jv y z z y    

 :الآن 

  1, 2 2 2n j p

j jv z C       

 ف ن   jw v  بما أن التكامل الأول متعمق بد و: 

  2 , 2 n

jz C   و 

   
 

 

    3 , 2 10,2

n j

n j

z

n

j

z

f t f x dt z C





     

بضرر   10, 2دب2 j نح ل عمس: ،والجمع 

 2

1

6 3 2 ,
j

n

j

j P

S z C  
 

   

 وبالتالي:

   
1

7 3 2 2 ,j j

n

j

x x C  






    

x,0من أجل  C n n  ، 2 أن   الأخذ بعين الاعتبار، مع 1.1.2 التمهيديةباستخدام j

jh  

 نستنت  أن    0 ;n x x C   تقريبا  في كل مكان عمسC ا 

وفق طريقة  ةمرافقالمتسمسمة الفورييه و لمتسمسمة  مشتقةال متسمسمةال جمعقابمية  2.2.
 :سيزارو

 إذا كانت f x   2قدرة  دالة دورية بدور غ فورييهيليب متسمسمة ا ف ن  غيوقابمة لممكاممة وفق ليب           

تعطس بالشكل:   f x  لمدالة 

          
1

1 1
cos 11,2

2 n

f x f t dt f t n t x dt

 

 
 



 

   
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 لد مشتقةال تسمسمةالمو   11,2 تعطس بالشكل: 

     
1

sin 12,2
n

n f x n t x dx







 

   

 :تإذا كانه أن   من المعموم  

    2 0f x t f x t A      0عندماt ،  عندئذ  المتسمسمة 11,2  قابمة لمجمع وفق
 ,C إلس العددA  0حيث ؛  غيليبل إلس شر  عدّ ا هذا الشر  يمكن أن يد  

     
0

2

t

f x u f x u A du o t      0عندماt  ا 

دوفيما يتعمق بد 11,2إذا كان ،: 

       2 13,2f x t f x t At o t     

0tعندما    عندئذ  المتسمسمة ، 12,2  قابمة لمجمع وفق ,C   1و  العدد إلسA  ا تم 
 : [26]تيالآلت ب  عمس الشكل   K. K. Chenتعميم هذة النتيجة من قبل

   
   

0

2 14,2

t f x u f x u
A du o t

u

  
    0عندماt ،   عندئذ

المتسمسمة  12,2  قابمة لمجمع وفق ,C  العدد إلسA  1حيث ؛   ا لنفرض أن الدالة
 f x  معرفة في جوار النقطة x ،  0وجد ثوابت ه توأن 1, ,.............., r     بالنسبة لمعدد

 حيث: ؛ tال  ير 

 
 

 
1

0 1 1...........
1 ! !

r r

r r t

t t
f x t t

r r
    



      


 

   من المرتبة  ا  معمم ا  مشتقتممد  f ن  ، عندئذ  نقول إ tبالنسبة لد  ال فرتسعس إلس  tحيث  
   متناظر)مشتق غير    r

f x   بالنسبة لدx ، الدالة عرّت ند  و   r

rf x  ، يدنسر هذا 
بالنسبة لمتطبيقات عمس المتسمسمة المثمثية ف نه ب جراء تعديل ا Peano [26] بيانو التعريف إلس

 فردَّ أوعدد    ا ولكن هذة النتيجة لا تتعمق بكون بواسون  طريقةإلس  الطريقةمعين تؤول هذة 
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 ايزوج 

 لنكتر:

      
1

2
t f x t f x t     

      
1

2
t f x t f x t     

0 إذا كانت وزوجي، عدد     رض أنلنف 2 4, , ,.........., r    حيث إن  ب ؛ثوابت: 

 
 

 
2 2

0 2 2...........
2! 2 ! !

r r

r r t

t t t
t

r r
     



     


 

المشتق  عوةأو ندالمعمم  متناظرالمشتق ال rا ندعو tبالنسبة لد  ال فرتسعس إلس  tحيث 
 ا   xبالنسبة لد  fلد   من االمرتبة  متناظرال

ممشتق لرمز يكون مشابها  ا ن   فردَّبالنسبة لمعدد ال حي  ال   من المرتبة متناظرتعريف المشتق ال
بنفس الرمز  متناظرال   r

f xا 

  1.2.2مبرهنة  26:  إذا كان 2

t f xالثاني لد  متناظرالفرق ال f x  عطس بالشكل:يد 

         22 2tt f x f x t f x f x t        

ذا كان  :وا 

 
   

2

2

0

15,2

t

u f x
A du o t

u


   0عندماt  

 فورييهالثانية لمتسمسمة  المشتقةالمتسمسمة  ف ن   11,2  لمدالة f x  عطس بالشكل:تد  

     
2 2

1 1

cos cos
n n

n n
f t n t x dt f x t ntdt

 

 
 

 

  

       

        
2

1 0

2 cos 16,2
n

n
f x t f x f x t ntdt









        
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تكون قابمة لمجمع وفق و  ,C   2حيث ؛  إلس القيمة ،A ا 

 :ثباتالإ 

 لنرمز بد
0

n ku
 

 
 
  رتبةالممن  النونيةطريقة سيزارو الحد النوني لتحويل إلس المطبق 

 عمس المتسمسمة
0

k

k

u




ا 

من  16,   8.1.1والتمهيدية 2 2  ،، عندما  يكون الفرقn ،  تحويل طريقة بين
لد  فورييهالثانية لمتسمسمة لمشتقة لممتسمسمة ا  من المرتبة النونيةسيزارو  f x وA عطس مد
 : بالشكل

   

    

    

     

 

2

1

2 2 2

10

2 2

10

1

10

cos

1
cos 1

17,21
2 cos 1

1 1
1 1

n n

t n

n

n

n n n

n

R f t t x dt A

f x At t dt o

t At t dt o

o I J T o












 




 



  


   


 









  
     

   


         

 

     
  

 
 

           
 

  

 





  

 

2rلأجل   9.1.1التمهيديةباستخدام   ، نح ل عمس: 

   

     

2
2

2 2 1
1

2
3

2

1
cos 18,2

0 19,2

n n

n

d K
t K t t

dt n t n

d
K t Kn t

dt

 

 



   





 

   
      

  

  


 

 :وبذلد ف ن   
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     

   

 

 

2
2 2 2 1

2

12 2

0

2 2

2 20,2

1 ;

n n

d
T t At K t dt K t At n t dt

dt

Kn t At dt

o n

 
  

 




 

 

  

 

 
       

  



  

 




 

 

من   19, و 2 15,   :لدينا الفرض2

   

 

 

   

1

2
2

2

0

1

3 2

0

1

2

0

2

2

2

1 ; 21,2

n

n n

n

n

d
I t At K t dt

dt

Kn t At dt

t
Kn A dt

t

o n







 
     

 

 

 

 







 

التكامل بالتجزئة و باستخدام   :nJلنقدر 18,2  نجد أن: 

 

 

    
 

      

 

 

2 1

2

1

2 2 2 2

2

1 0

2 2 2 2 1

1

2

2

22,2

1

n

n

n

n

t
J Kn A t dt

t

u
n n n Kn t dt A du

u

n n n n t dt

o


 


    


    




   

     

 

     

     


  




   




  
 

    
 
 


 



 



 

0وذلد عندما   وn ،  بجمع و       22,2 , 21,2 , 20,2 ,  : ل عمسنح 17,2
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     
2

1

cos 1n nR f t t x dt A o







 







  
     

  
  

nعندما   ، اقد تم يكون ا ثبات وبهذا 

   2.2.2مبرهنة 30 : ذا وجدت ثوابت  ،ا  فرديعددا    إذا كان 1وا  3, ,............, r   حيث إن  ب : 

     
3

1 31

0

1
......... 1 23,2

3! !

t r

rr

u u
u u du o

t r
   



 
     
 

  

0tعندما   حيث ؛      
1

2
t f x t f x t

 
    
 

من المرتبة  مشتقةال المتسمسمة ف ن   ، 

لمتسمسمة فورييه لد     f x   تكون قابمة لمجمع وفق ,C   حيث ؛r   إلسrا 

 :الإثبات

إذا كانت f x ؤثر عمس عمومية المس لة ا يمكن أخذي، وبدون أن  حدود مثمثية كثيرة

1 3 ............ 0r     ا مجموع سيزارو النوني من المرتبة من   لمشتقةا متسمسمةلم
لد    المرتبة 11,2  عطس بالشكليد: 

  
 

    
 

      

 

0

1

1 2 3

10

1 2

2 2

r r r

n n n

n

n

x f x t K t dt t K t dt

I I I

 
  



 



 
 

 



  

 
 

      
  

 

  

 

و  9.1.1 من التمهيدية  23,2 أن   نجد: 

     

1

1

1

0

1
n

rI O n t dt o  

nعندما   من  ا 11,1  التكامل بالتجزئة نجدباستخدام و: 

 1

2

1

r

n

I Kn t t dt


      
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        1 2

1

rr r r

n

n n n t dt


       

     

 
 

   
 
 

 

nوالتي تسعس إلس ال فر عندما    0و  ا من 11,1 نح ل  9.1.1في التمهيدية
 :عمس

    
 

 

 

 

3

1

1

1

r

n

r

r

I t K t dt

K t n t dt

Kn t dt

o








 




 







 

  

  















 

nثابت اختيارَّ و  من أجل   نح ل عمس النتيجة  العلاقات الثلاثة السابقة ا بجمع
 :المطموبة

  
 

 1 ;
r

n x o n   

 3.2.2مبرهنة 26 :  الشر   :1.2.2المبرهنةفي 15,  :ستبدل بدمكن أن يد يد 2

 
 

 
 

2

2

0

2

2

0

t

u

t

u

f x
A du o t

u

f x
A du O t

u

  
  

  


 





 

0tعندما    ا 

 ا1.2.2 ير قميلا  في إثبات المبرهنةيحتاج فقط إلس أن ند  3.2.2إثبات المبرهنة إن  

 ير ند  17,  :إلس 2

     
0

1 1
1 1

m

n

n n n n

m

n

R o I J T o

 


 

 
             
 
 

   
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 أن   بما 1nT o  ا1.2.2من المبرهنة 

nIلاستنتاج  نضع ،: 

 
 

2

0

t u
t A du

u




 
  

 
 

عندئذ  لدينا من   10,1  نجد التكامل بالتجزئةباستخدام و: 

 
  

    

 

2
2

2 2

0

2
2 2 3 3 4

2

00

2

1

m

n

n n

mm
nn

n

t d
I A t K t dt

t dt

d
t t K t o t n t n dt

dt

o









 
   

 

 
   

       
   

 





 

nثابت اختيارَّ و  mعندما وذلد     عنعبر ا بقي أن ندnJ مشابه لد بشكل   ا  22,2  
 :لدينا

 

 

2 1

2

2

2 2 2

2

0

2

2

2

n

m

n

t

m

n

t
J Kn A t dt

t

um
Kn Kn t dt A du

n u

Km


 

 
   








 



   



  

   
     

   





  

mتسعس إلس ال فر عندما   االمطمورا وبهذا نح ل عمس 

 :وفق طريقة سيزارو لمتسمسلات فورييه المضاعفة قابمية الجمع المحدودة  3.2.

بفرض أن     , 0,0; ,u v L     2قدرة  ودورية بدور و 

    
, 0

, cos cos 24,2mn

m n

u v a mu nv




 
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لنرمز بد
, 0

mn

m n

a




 لد S  ونكتر: 

     
1 1

, ,

0 0

25,2
m n

mn m n m r n s r s m n mn

r s

A A A A a A A S         
 

 

 

   

حيث  
m

m
A

m


 

  
 

 

نكتر أيضا   , ,a b

a bu v u v تكامل الكسرَّ من المرتبة من أجل ال ,a b   0 حيث؛, 0a b  
لمدالة ,u v  خاص  ، لذلد بشكل   0,0 , ,u v u v  و 

         
1 1

,

0 0

, , 26,2

u v
a ba b

a b u v abu v u x v y x y dxdy 
      

 0, 0a b   

 1.3.2مبرهنة 24: 1إذا كان, 1, 0, 0a b         ذا كان  ت، وا 
    , ; ,u v s C a b R   و , ,a b u v في  ةمحدود 0,0; ,    أيا  كان العدد الموجر 

 ف ن   S   قابمة لمجمع وفق  ; ,C R  إلسs ا 

 2.3.2مبرهنة 24 : 2إذا كان 0 , 2 0a b       توكان  S   قابمة لمجمع وفق
  ; ,C R  إلسs ذا كان ,،   ، من أجل  توا 

mn

  ه من أجل حيث إن  محدودة بm N و
n N  ف ن:     , ; ,u v s C a b R   عندما   , 0, 0u v   ا 

إذا كانت  mnb 1مضاعفة معطاة ، ولأجل  متتالية    ، ذا كان  وا 

 
1 1

0

mn

mn

d for mn

otherwise

  


   
 


 

 :عرّتند  عندئذ   

 
 

 

     

 

     

 

, 0, 0

, , ,

, , ,

sup sup

lim lim

lim sup lim sup

mn mn
m n m n

mn mn
m n m n

mn mn
m n m n

b d

b d

b d













 

  

  

 

 

 
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 

 

     

 

     

 

, 0, 0

, , ,

, , ,

sup sup

lim lim

lim sup lim sup

mn mn
m n m n

mn mn
m n m n

mn mn
m n m n

b d

b d

b d













 

  

  

 

 

 

 

تإذا كان، بطريقة مشابهة  ,f u v ,0، ومعرفة من أجلدالة معطاة   0u v  عندئذ  من أجل  ،  
1   عرّتند: 

 
 

   
 

, , 0, 0
lim , lim ,
u v u v

f u v g u v
  

  

  لن خذ الدالة 
  1 1, ;

,
0 ;

f u v uv
g u v

otherwise


    
 


 

 :عرّتند ول
 

 
,

sup ,
u v

f u v  و   
 

 
,

limsup ,
u v

f u v  ا بطريقة مشابهة 

الدوالعرّت لند   24: 

   
1

1

1
, cos

2

m

m m r

r

K m u A A ru 









   

 :تحقق الشر والتي 

   
   

 

1

2 11

;
, 27,2

max , ;

r

r

rr

Am r
K m u

Am mu mu








   

  


      

 

0من أجل   ; 0,1,.... ; 0r u      حيث ؛A عن  مستقلm وu يمكن الح ول  ا
 عميها بسهولة من  27,2  0,1 حيث؛,....r  0وm    

        
0

, 28,2
rru K m u du A r



    

 ا mمستقل عن Aحيث 

Young's   ينغ لنفرض أن دوال 24 عرفة بالشكلمد: 

     
1

1

0

1 cos 0
p

p t p u ut du p


   
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0 حيث , 0,1,..... ; 0,1,......; 0p k n t    

 
   

 2

; 1
29,2

max , ;

k

k
k pp k

At k p
nt

At nt nt k
   

   


       

  

,tمستقل عن  Aيثح n وَّبسهولة من  تنت  امؤثر الفرق العاد 29,2 لأجل
0 , 1u p   :وتكون 

     1

1

2, 1 30,2p p

a

m

m mu Au p a p  


 



       

 ا uمستقل عنAحيث

 1.3.2تمهيدية 24:  0إذا كان , 0b a      ذا كان 0وا     ،ن أجل كل عندئذ  م
1    ف ن: 

 

         

1

,
0 0

lim sup lim sup , , 0 31,2

u

a ba b

m n
u K m u du v K n v dv



 








  
  

  
  

 :  الإثبات

لتكامل في انرمز إلس  31,  :نجد أن   وباختيار  Jبد 2
1 1 1 11 1

1 1 1 1

4

10 0 0 0

u n u um n

r

rm n n n

J du dv du dv du dv du dv J

    

 

    

    

            

من  27,2 لدينا: 
11 11 1

1 1

1 2 1

0 0

bum a b
a b a b

a b b

Am n
J Am n u du v dv A

m




 

  
 

  

 
    

 
  

1أيا  كان  1mn     :حيث إن  ، ب  

 
 1

,
lim sup lim sup 0 32,2

m n
J






   
 

  

 
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باستخدام  ،فيما يمي  27,2 مرة ثانية يكون لدينا : 

 
1 1

1

1 1

1 1

1 1 2 1

2

0

1
1 1

1

21 22

n u

b a a b

m

n nb
b a a b

b

m m

J An m u m u du v dv

An
m u du m u du

J J

 

 

 

 



 



 

 

     


    



 

  
  

  

 

 

  

1في حالة  1mn    

21

, 0

log , 0

A b

J

A b










  
  

   
 


 

 و 

1

22

, 1

log , 1

a b

a

A A a b

J

A a b





 


 


 



 



    
        

    
 

 
    

 

 

 :حالة يكون لدينا ةلذلد في أيّ 

 
 2

,
lim sup lim sup 0 33,2

m n
J






   
 

 

وبالتالي من   27,2 نجد: 

 
1

1

1 1 2 1

3

0

an

b a a b

n

J An m u m u du v dv A A


 



 

 







       
     

 
  

1إذا كان  1mn      ف ن: 

 
 3

,
lim sup lim sup 0 34,2

m n
J





   
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أخيرا  من   27,2 :  نجد أن 

   
1 1

1 2 1 1 2 1

4

a

a a b b

n n

J A m u m u du n v n v dv A A



   



 

  

 

          
      

 
    

1ذا كان إ 1mn     ف ن: 

 
 4

,
lim sup lim sup 0 35,2

m n
J






   
 

 

بجمع  32,2 و  35,2  االمطمورنح ل عمس 

 2.3.2تمهيدية 24: 1إذا كان 1 , 1 1b a       1ه من أجل ف نّ ،     تتحقق
 : العلاقة الآتية

 
     

1

1 1

,
1

lim sup limsup 0 36,2a b
u v

m n m

m mu n nv   




  



 


 

  
    

  
  

المتسمسمة الواردة  وذلد بملاحظة أن   1.3.2مهيدية مماثل تماما   ثبات التمهيديةإثبات هذة الت إن  
في  36,2  تكون متقاربة مطمقا  وهذا ينت  من 29,2بتثبيت ا,u v  الأخذ بعين الاعتبارمع 

, 0u v  وليكن مجموع المتسمسمة المفروضة ،   ,S u v  ا 

1لنختار    ولن خذ  ومن ثم  نعتبرها كثابت ،ائي بشكل عشو  :  عندئذ  نكتر 

 

   

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1

1 1 1 11 1 1 1

1 1

4

1

,

u m v m v m

m n n nm u m v m v n v

a b

n m

r

r

S u v

m mu n nv

S

   

 

   



 

     

   



           
            

                 
       

 





 
    
 
 

 
    

 



       





 

 الأخذ بعين الاعتبارمع  29,2  و 27,2  يمكن الح ول عمسrJ  في إثبات عرّفة المد
 :تحقق العلاقة rS ن ب ن  من خلال ذلد يمكن أن نبيّ  1.3.2التمهيدية
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r rS f




 
  

 
 

1ن يحققان الشر  المذي u,v لأجل العددين الموجبين 1uv    حيث إن  ب
 

0rf




 
 

 
  

عندما  ،  وهذا كات لمح ول عمس 36,2 ا 

 :  1.3.2 ثبات المبرهنة 

1الشرو  نفرض أن   , 1, 0 , 0a b         ؤثر عمس عمومية يوبدون أن  ،محققة  
0sولنفرض أن   ،المس لة  ,a لتكنا و   b  ،ومن السهل إظهار أن  أعداد  حيحة : 

       ,

2

0 0

1
, , , 37,2mn u v K m u K n v dudv

 
 

  


   

عمس يمين  الموجودة التكامل منطقةبتقسيم  37,2  المجالاتإلس 
         0,0; , , 0, ; , , ,0; , , , ; , ; 0                 التكاملات  أن   2.1.1 التمهيدية عندئذ  ينت  من ،حيث ؛

عندما محدودة  لها نهاية  فرية و ممجالاتمقابمة لال
   , ,m n    أن  تضي ذا يقوه: 

 
       

0 ,
0 0

limsup limsup , , , 0 38,2
m n

u v K m u K n v dudv

 

 


 


   

1لكل    لنرمز لمتكامل الوارد في ، 38,2 بدJ ،:وبالمكاممة بالتجزئة  يكون لدينا 

             

                 

                 

             

1 1 1

,

1 1

1 1 1 1 1

,

1 0

1 1 1 1 1

,

1 0

1

,

0 0

4

1

! ! , , ,

! ! , ,

! ! , ,

! ! , , ,

a b
r s r sr s

r s

r s

b
a s s as a

a s

s

a
b r r br b

r b

r

a b a ba b

a b

r

r

J r s K m K n

a s K n u u K u du

b r K m v v K v dv

a b u v u v K m u K n v dudv

J

 



 



 

 

 

     

   

   



   

 

    



    



 



 

  

  

 





 

 

 



 

         0,0; , , 0, ; , , ,0; , , , ; , ; 0              

         0,0; , , 0, ; , , ,0; , , , ; , ; 0              

         0,0; , , 0, ; , , ,0; , , , ; , ; 0                       0,0; , , 0, ; , , ,0; , , , ; , ; 0              
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 ينت  مباشرة من وهذا 27,2 ه من أجل أَّ عدد موجر ن  أ، يكون لدينا: 

     1 1 1 1

1

1 1

1
a b

r s

r s

J O m m O n n o      

 

    

عندما    , ,m n   ا 

باستخدام  27,2 من أجل أَّ عدد موجر مرة ثانية ،، :يكون لدينا 

       

      

1

1

1 1 1 1 2 1

2 , ,

1 0

1 1

, ,

1

mb
s a a a a

a s a s

s m

b

J O n n O m u u du u m u m u du

O n n o m o R


  



   





        



  

  
    

  

  

   

عندما    , ,m n   ا 

 نجد أن   ب ورة مماثمة  3 1J o R  عندما   , ,m n    جل أَّ عدد موجر من أ، 
وبالتالي لمح ول عمس  38,2  أن  تبيان يكفي: 

 
 4

0 ,

limsup limsup 0 39,2
m n

J





 
  

 
  

1من أجل العدد الاختيارَّ  ا 

1دد لن خذ الع  ومن ثم  نعتبرها كثابت ، وباختيار بشكل عشوائي  نكتر ،: 

1 1

1 1

4

10 , 0 0 0 0

u v

r

ru o v

uv

J du dv du dv dv du I

   

 

 

 

 

   

 

 
 

    
 
 

      

الدالة  بما أن   , ,a b u v  المنطقةمحدودة في  0,0; ,  لكل عدد   ير ، يمكن إيجاد العدد
K حيث إن  ب: 

 

 

       

1 1

2 3
0 ,

, 0 0 0 0

limsup limsup lim

limsup limsup , , 0

m n

u v

a ba b

m n

I I

K du dv dv du u v K m u K n v

 

  

 






 

 



 
  

 

   
     
    

   
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 :لدينا 1.3.2ه من التمهيديةكما أن  

 

 
         

1
0 ,

,
0 ;00 , 0 0

limsup limsup limsup

limsup limsup limsup sup , , , 0

m n

a ba b

a b
u vm n

I

u v u K m u du v K n v dv

 

 

 
  



  

 

    

 
  

 

   
    

    
 

 

من  28,2 و 
 

 ,
,

lim , 0a b
u v

u v  :يكون ، 

 

 وبالتالي تنت  العلاقة 39,2 ، ا قد تموبهذا يكون إثبات المبرهنة 

2 أن  نفرض :  2.3.2 ثبات المبرهنة  0, 2 0a b       ؤثر عمس عمومية يبدون أن ،  
0s أن  المس لة ، نفرض  ،   ونفرض أيضا  أن ,  ، أعداد  حيحة 

,1 أن  بما  1a b  أن  ، ينت      
1 1a b

u x v y
 

  ت ير محدود عمس ذات دالة   
0 ,0x u y v    وبالتالي من ، عمس الترتير   24,2  0لأجل, 0u v  ون لدينايك: 

       

   

   

1 1

,

0 0

1 1

, 0 0 0

, 0

, ,

cos cos

u v
a ba b

a b

u v
a ba b

mn

m n

mn a b

m n

u v abu v u x dx v y x y dy

a au u x mn dx bv v y xy dy

a mu nv

 

 

  


  







  

  



 

  



 

 :، نح ل عمسوبالتطبيق المتكرر لتمهيدية آبل
 

 

 
 

4
0 ,

1 2 3
0 ,

lim limsup limsup

limsuplimsup limsup 0

m n

m n

J

I I I

 

 





 

 

 
  

 

 
    

 

     

   

   

   

, 1 1

,

, 0

, 1

1

0 0

, 1

1

0 0

,

1 1

0 0

4

1

, lim

lim

N

a b mn a b
N

m n

N
s s

mN a b

m s

N
r r

N n a b

n r

r s r s

N N a b

r s

i
N

i

u v S mu nv

S mu Nv

S Nu nv

S Nu Nv

T

   


 


 



  

 

 

 

 








 





 

 

 





  



  

  


   














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     

   

   

   

, 1 1

,

, 0

, 1

1

0 0

, 1

1

0 0

,

1 1

0 0

4

1

, lim

lim

N

a b mn a b
N

m n

N
s s

mN a b

m s

N
r r

N n a b

n r

r s r s

N N a b

r s

i
N

i

u v S mu nv

S mu Nv

S Nu nv

S Nu Nv

T

   


 


 



  

 

 

 

 








 





 

 

 





  



  

  


   















 

 أن  بما   1mna o  عندما   , ,m n     أن  وينت  من هذا  , 1 1r s r s

mnS o m n  عندما   
   , ,m n    0,1 لأجل كل,.......... , 0,1,........r s  وبالتالي من ،   29,2،  ومن

 :موجبين يكون لدينا ثابتين u,vأجل 

     

 

2 2 2

4

0 0

1

r s r a s b

r s

T O N O N N O N N

o


       

 

  



 

Nعندما   ا 

 أن  بما  ،وبالتالي , 1 1

1

s s

mNS o m N  

  باستخدام، ينت  لدينا   29,2 , لأجل الثابتين  30,2
,uالموجبين  v: 

   

     

1 1 1

2

1

1 1 1

N
b

a

m

T O N N m mu

O N O o

      





 
   

 

 

 

Nعندما   ا 

 أن   ب ورة مشابهة نجد 3 1T o  عندماN   0من أجل, 0u v   :لدينا  

     
1, 1

,

, 0

0 0 1 0 0 1 1 1

4

1

,a b mn a b

m n

N N N N

m n m N n m n N m N n N

r

r

u v S mu nv

U

    







   

           



  

   





      



 

 وينت  مباشرة من 29,2 0لأجل كلN : 
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 1 1 ,

1

0 0

1
N N

mn

m n

U O u v S o    

 

 
  

 
 

عندما     , 0, 0u v     ا 

0mna أن  ، بما يما يميف   عندماm  0ولكلn   أن  ينت   ،  , 1

mnS o m    لكل
0,1,......n   باستخدام وبالتالي 29,2 و 30,20من أجل كلN   :يكون لدينا  

     

   
  

1 1 1

2

1

1 1

1

a

m

U O v o m mu

O v o u

o R

  






  



 

 







 

عندما     , 0, 0u v     أن  وهكذا بطريقة مشابهة لما سبق نجد   3 1U o R  عندما
   , 0, 0u v   ا 

1كل ه من أجل أن  ن نة يكفي أن نبيّ ثبات المبره وبالتالي  ، تكون العلاقة الآتية محققة: 

 
 4

,
lim sup limsup 0 40,2
N u v

U


   
 

 

وباختيار ،بشكل عشوائي ومن ثم نعتبرها كثابت ا يمكن اختيار لتحقيق هذا الهدت     
 :نكتر

   
1 1 1 1 1

, 1 1

4

, , ,

3

1

mn a b

m N n N m N n N m N n N

mn mn mn

r

r

U S mu nv

V

   

   

 

    

 

     

   



 
 

     
 
 



  



 

, أن  بما 

mn

   بحيث : Kيوجد  بقدر  كات  وبالتالي ينكبير  m,nمن أجل  محدود  

 
 

 
   

1 1

2 3
,

1 1

,
1 1

lim sup lim sup lim sup

lim sup lim sup 0

N u v

a b
u v

m nn m m n

V V

K m n mu nv



   


 



  
 

 

 
 


  

   
 

   
       

    
   
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 نجد : 2.3.2هيديةومن التم

 

 
   

1
,

, 1 1

, , 1 1

lim sup lim sup lim

lim sup lim sup sup 0

N u v

mn a b
N u v m N n N m n

V

m mu n nv



     



    

 

 
 

    

   
 

  
      

  
 

 

من  30,2 و
 

,

,
lim 0mn
m n

     أن  نجد: 

 

 
 

4
,

1 2 3
,

lim sup lim sup lim sup

lim sup lim sup lim sup 0

N u v

N u v

U

V V V









 

 

  
 

     
  

 

مثال  6  24:  التي تكون فيها المتسمسمةالأحادية  فورييهوفقا  لمبرهنة متسمسلات  24,2  قابمة
المنطقةلمجمع تقريبا  في كل مكان في  0,0; ,  إلس الدالة    ,u v  يكون لدينا: 

        
1 1

0 0

, ,

s t
a ba babs t s x t y u x v y dxdy u v R 
         

عندما    , 0, 0s t    تقريبا  في كل مكان لكل   , 0,0; ,u v    ا  

ومن الجدير بالذكر أن نتوقع     , ; ,u v s C a b R  ستنتاج ا لالوحده تكون كافية  
عمس المفروضا بمعنس آخر ، الشر  ، وهذا غير  حي  1.3.2المبرهنة , ,a b u v في   
 ا الآتيوذلد يظهر في المثال  ،م س تماما  يمكن أن يد لا  1.3.2المبرهنة

 مثال 7 24: كن لت ,u v  2 هادور  بالنسبة لكلا المت يرين و ةو دوري ةزوجيدالة حيث وب
 :إن  

 
 

12 0 ,0
2cos , sin

0 0,0; ,

rr e r
r r

elsewhere in

 
 

  

 

 
   

 



 

من السهل أن يتحقق  يكون    , 0,0; ,u v L   و   , 0u v R   عندما   

.    , 0, 0u v     
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 أن  بما  ,u v و  ةموجب
2

2 2

2

4
sin sin

2 2

mu m u



 
  
 

1من أجل  
0

2
u

m
 ،   أن  وبالتالي ينت: 

 

1

1
2 2

2
1,1

2
2 2

0 0

1

2 2 4
1

6

0 0

1 1

2 22 2

4
6 6

0 0

sin sin
1 2 2,

sin sin
2 2

16

16 8
1

um

mm

m
r

m m

r

mu mv

u v dudv
u v

m m

m
r dr e d

m m
e dr dr







 





 

 







 
    

 

 

 

 

 

mعندما     ا 

1,1بالنتيجة 

mm  mعندما      ،َّأ  S  لمجمع وفق  ةغير قابم  ;1,1C R  أن  رغم 

   
 

, 0, 0
lim ,

u v
R u v

  
 ا  ةموجود 

  :وفق طريقة سيزارومتتاليات المضاعفة في المجموعات الجمع قابمية  4.2.

 والتقارر الفجوَّ وفق وجسمان وجسمان-سيزارو  مفاهيم قابمية الجمع وفق طريقةسوت ندرس 
 المضاعفة في المجموعات با ضافة إلس تحديد العلاقة بينهما ا لممتتاليات

 :م بعض الرموز في إثبات المبرهناتسنستخد

  1 1

1 1

, , , : , ,

,

ru r u ru r u ru r r u u

ur
r u

r u

k k j h h h I k j k k k j j j

jk
q q

k j

 

 

      

 
 

 1.4.2مبرهنة 20 : ّمضاعفة   فجوية   متتالية   ةمن أجل أي ، تإذا كان lim inf 1r
r

q   و
liminf 1u

u
q ،   ف ن     2 1 2W W N   ا 

 :الإثبات

liminf لنفرض أن   1u
u

q   وlim inf 1r
r

q ،  عندئذ  يوجد, 0   حيث إن  ب:  
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1 , 1r uq q      لكل, 1r u َّأ ،:  
 
 

كن لت
 2 1W

kjA A


، ن نكترنستطيع أ: 
 

 

 أن  بما 
 2 1W

kjA A


،   العلاقات الآتية ف ن: 

       
1 1, ,

, 1,1 , 1,11 1

1 1
, , , , ,

r u r uk j k j

is is

i s i sr u r u

d x A d x A d x A d x A
k j k j

 

  

   

 :أن  وينت  ، كلا  منها يسعس إلس ال فر 

   
,

1
, , 0

ru

kj

k j Ir u

d x A d x A
h h 

  

 أَّ أن  
 2W N

kjA A


وبالتالي ،    2 1 2W W N  ا 

  2.4.2مبرهنة 20 : ّمضاعفة   فجوية   متتالية   ةمن أجل أي ت، إذا كان limsup r
r

q  و 

limsup u
u

q ،   ف ن    2 2 1W N W ا 

 :الإثبات

limsup لنفرض أن   r
r

q  وlimsup u
u

q ، عندئذ  يوجد, 0M N  حيث إن  ب: 

 ,r uq M q N  ، لكل,r u، كن لت   2kjA W N  0و   عندئذ  عددا  ما مدعطس 

  1 1
r u

r u

k j

h h

 



 


       

   

   

   

1 1

1 1

,

, , 1,1

,

, 1,1

,

, 1,1

,

1 1

, 1,11 1

1 1
, , , ,

1
, ,

1
, ,

1
, ,

r u

ru

r u

r u

r u

k j

kj is

k j I i sr u r u

k j

is

i sr u

k j

r u
is

i sr u r u

k j

r u
is

i sr u r u

d x A d x A d x A d x A
h h h h

d x A d x A
h h

k j
d x A d x A

h h k j

k j
d x A d x A

h h k j

 

 

 





 

 

  

 

 
  

 

 
  

 

 







       

   

   

   

1 1

1 1

,

, , 1,1

,

, 1,1

,

, 1,1

,

1 1

, 1,11 1

1 1
, , , ,

1
, ,

1
, ,

1
, ,

r u

ru

r u

r u

r u

k j

kj is

k j I i sr u r u

k j

is

i sr u

k j

r u
is

i sr u r u

k j

r u
is

i sr u r u

d x A d x A d x A d x A
h h h h

d x A d x A
h h

k j
d x A d x A

h h k j

k j
d x A d x A

h h k j

 

 

 





 

 

  

 

 
  

 

 
  

 

 






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,نستطيع إيجاد  0 , 0R U K  حيث إن  ب:  

,

sup ,is is
i R s U

K  
 

  , لكل    1, 2,......i s   

:إ حيث ن 
 
 ا

,tإذا كان  v  1حيث  ، حيحة ا  عدادأ 1,r r u uk t k j v j    ، و ,r R u U ،   عندئذ
 :ن نكترنستطيع أ

       

   

   

   

   

   

 

11

12

21

22

,,

, 1,1 , 1,11 1

1 1

1 2 11 1
11

1 1 1 1

1 1
, , , ,

1
, ,

, ,

, ,

, ,

........... , ,

r u

ru

k jt v

kj is

i s i sr u

is

Ir u

is

I

is

I

is

I

is

I

r u r u

d x A d x A d x A d x A
tv k j

d x A d x A
k j

d x A d x A

d x A d x A

d x A d x A

d x A d x A

k j jk j

k j k j
 

  

 

   

  


 



 

 

 


   




 

 











 

  

  

  

  

2 1 1

12 21

1 1

2 1 2 1

22

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

, 1,1 ,1 1 1 1

1 1

....

..........

sup sup

r u

r u

R R U U

RU

r u

r r u u

ru

r u

r R u UR U
is is

i s i R s Ur u r u

R U

r u

k k j

k j

k k j j

k j

k k j j

k j

k k j j

k j

k k j jk j

k j k j

k j
K MN

k j









 



 

 

 

 

 

 

     

 




 
  

 

 
 

    
    
   

 

 

1 أن  بما  1,r uk j    عندما,t v ،   أن  ينت : 

   
1

, ,
ru

ru kj

Ir u

d x A d x A
h h

  
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   
,

, 1,1

1
, , 0

t v

is

i s

d x A d x A
tv 

  

 أن   أَّ    2 1kjA W   وبالتالي    2 2 1W N W   ا  

 3.4.2مبرهنة 20:  مضاعفة   فجوية   متتالية   ةأجل أيّ منكن ، لت     2 2 1kjA W N W  

 تإذا كان
   2 2 1

,
W N W

kj kjA A A B
 

    ف نA Bا 

 :الإثبات

كن لت
   22 1

,
W NW

kj kjA A A B


  A أن  وبفرض    B، نستطيع أن نكتر: 

       

       

, ,

,

1 1
, , , ,

1
, , , ,

ru ru

ru

ru ru kj kj

k j I k j Ir u r u

k j Ir u

d x A d x A d x A d x B
h h h h

d x A d x B d x A d x B
h h

 
 



    

   

 


 

 :حيث

       
, ,

1 1
, , , , ,

ru ru

ru kj ru kj

k j I k j Ir u r u

d x A d x A d x A d x B
h h h h

 
 

     

0ruإذا       لأن    2kjA W N   الأمر الذَّ يقضي ب ن  ،بقدر  كات   كبيران     إن   حيث؛
 :يكون 

   
1

, ,
2

ru d x A d x B   

 :أن  نلاحظ ومن جهة  ثانية، 
 

       

  

   

,

, 1,1

1 1

1 1
, , , ,

1 1
1 1

1 1 1
1 1 , ,

2

r u

ru

k j

is is

i s Ir u r u

r r u u

ru

r u

ru

r u

r u

d x A d x A d x A d x A
k j k j

k k j j

k j

q q

d x A d x B
q q







 

  

 


  
    
  

  
     

  

 
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       

  

   

,

, 1,1

1 1

1 1
, , , ,

1 1
1 1

1 1 1
1 1 , ,

2

r u

ru

k j

is is

i s Ir u r u

r r u u

ru

r u

ru

r u

r u

d x A d x A d x A d x A
k j k j

k k j j

k j

q q

d x A d x B
q q







 

  

 


  
    
  

  
     

  

 

 

,rمن أجل   u إذا   ،بقدر كات   بيرانك   2 1kjA W أعلاة لهذة المتراجحة االطرت الأيسر 
1uqلذلد يجر أن يكون لدينا  ،يتقارر إلس ال فر  1وrq وهذا يعني أن ه حسر ا 

 أن   2.4.2المبرهنة   2 2 1W N W   ، َّأ: 

   2 2 1W N W

kj kjA B A B
 

   

:لذلد  ف ن 
 

 

 :ومنه نجد أن  

           
, ,

, 1,1 , 1,1

1 1
, , , , , , 0

t v t v

is is

i s i s

d x A d x B d x A d x A d x A d x B
tv tv 

       

xلكلا ان إلس ال فرالجهة اليسرى يسعي فيلا الحدين ك أن  ما بوهذا يناقض الفرض، و  X 
 يكون لدينا:

   , , 0d x A d x B  

A أن   وهذا يؤدَّ إلس Bا 

 4.4.2مبرهنة 20: تإذا كان تكرير فجوَّ مضاعف لممتتالية المضاعفة الفجوية  ذا كان  توا 
   2kjA W N  ،  ف ن    2kjA W N  ا 

 :الإثبات

كن لت   2kjA W N  ، ّغير خالية  م مقة   جزئية   مجموعة   ةعندئذ  بالنسبة لأيA X  يوجد
0  ومتتالية جزئية   

nr
k من    rk و 

nuj  من uj حيث إن  ب: 

   
,

, 1,1

1
, , 0

t v

is

i s

d x A d x B
tv 

 
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   
,

, 1,1

1
, ,

r un n

n n

n n

k j

r u kj

k jr u

d x A d x A
h h

 


   

  لنكتر:

1 :حيث   11 1.......... , .....
n n n nr s s s p r u t t t p uk k k k k j j j j j
    

               

 :عندئذ  لدينا

       
1, 1 ,

1 1

, , .......... , ,

........

s t s p t p

n n

kj kj

I I

r u

s t s p t p

d x A d x A d x A d x A

h h h h
     

   

   


    

 
 

 :أن   1.1.1ينت  ذلد من التمهيدية 

   
,

1
, ,

s p t p

kj

Is p t p

d x A d x A
h h


  

 
 

 

 أن  ومنه نجد ، jلأجل   2kjA W N  ا 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1, 1 1, 2 2, 1 2, 2 ,......
n nr u s t s t s t s t s p t pI I I I I I         

         
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 الفصل الثالث 

 قابمية جمع التكاملات المعتمة المتباعدة وفق طريقة سيزارو  

 

 :طريقة سيزارو قابمية جمع التكاملات المعتمة وفق 1.3.

ا  بحيثدالة قابمة لمتكامل محميّ   fلتكن : 0,f     ت من خلال ما رّ عمؤثر سيزارو يد  ، إن
 :  يمي

      
0

1
: , 0,

x

Cf x f t dt x
x

   

كن لت -  1: 0,f E   دالة معتمة مستمرة و   
0

t

s t f x dx   ا 

 : يدعرّت بالشكل الآتيتحويل طريقة سيزارو  -

       
0

1
, 0, 1,3

t

t s u du t
t

    

  :التكامل -

 
0

f x dx



 

إذا كانت  L ةالقيمة العدديسيزارو إلس طريقة قابل لمجمع وفق  lim
t

t L


 ،هذة  وندعو

 النهاية مجموع سيزارو لهذا التكاملا

  1.1.3مبرهنة 8: إذا كان التكامل  
0

f x dx



 القيمة العدديةمتقارر إلس L  ف ن ،  1,3   

 ا Lتتقارر إلس 

 :الإثبات
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1Lمن أجل  E ،ذا كانإ: 

   
0

lim
t

s t f x dx L




  

0 مقابل كل، إذا     0يوجد 0t   هحيث إن  ب    ,
2

D s t L


 0tلكل    t ويوجد ،

0M  حيث إن  ب   ,D s t L M 0لكلt t ،لذلد لدينا: 

    

 

 

  

     

 

0

0

0

0 0

0 0

0

0

00 0

1
, ,

1 1
,

1
,

1
,

1 1
, ,

2 2

t

t t

t t

t

t t

t

D t L D s u du L
t

D s u du Ldu
t t

D s u du Ldu
t

D s u L du
t

D s u L du D s u L du
t t

t tt M t M

t t t



 

 
  

 

 
  

 

 
  

 



 


   



 

 



 

 

0lim أن  بما  0
t

t M

t
 1يوجد ،   0t  0 هحيث إن  ب

2

t M

t


 1t لكل   t ، لذلد يوجد

 2 0 1max ,t t t هحيث إن  ب   ,D t L   2لكلt t اوبهذا يكتمل ا ثبات 

 :ن خلال المثال الآتيم ويتض  ذلد ،عام عكس المبرهنة السابقة غير  حي  بشكل   إن  

 مثال 8  لن خذ الدالة  المعتمة :  1: 0,f E  هحيث إن  ب: 

   

  
 

  
   

2

2

2

2 2

1
cos 1 , cos cos

1

1 2
2 cos 1 , cos cos

1 1

0 ,

t x x if x t x
x

f x t t x x if x t x
x x

otherwise


    




       
 




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 مستمرة و  fعندئذ  

 

 
 

 
 

     

2 2

0 0

2
cos , cos

1 1

1 1
sin 1 , sin 2 1

1 1

t t

f x x f x x
x x

f x dx t f x dx t
t t

 

 

 

 

 

 


   

 

   
         

    
 

 

أن  من الواض    
0

f x dx



 امتباعد 

 الأخذ بعين الاعتباربتطبيق طريقة سيزارو مع  1,3نح ل عمس: 

     
 

       
 

0 0 0

0 0 0

ln 11 1 cos 1
1

ln 11 1 cos 1
2 1

t t u

t t u

tt
t s u du f x dx du

t t t t t

tt
t s u du f x dx du

t t t t t

  

  

 

 

  

  

   
         

  

   
          

  

  

  

 

 :نجد ومنه 

  lim , 0
t

D t u


 و 

 
   

lim
, 2

lim 2

t

t

t
u

t







 
 

 












 
  

 

عندئذ    
0

f x dx



  دالةالقابل لمجمع وفق طريقة سيزارو إلسu بالشكل عطاةالمد: 

 

0 1

2 1 2

0

t if t

u t t if t

otherwise

 


   



 

 1.1.3تمهيدية 8:  إذا كان التكامل 
0

f x dx



  القيمة قابل لمجمع وفق طريقة سيزارو إلس

1 عندئذ  من أجل، L العددية  ينا:يكون لد 
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   
1

lim 2,3

t

t
t

s x dx L
t t






  

0ولكل  1 :يكون 

   
1

lim 3.3

t

t
t

s x dx L
t t


  

 :الإثبات

      ,          :أن  نعمم  

         
1 1 1

, 1 4,3
1 1

t

t

s x dx t t t
t t



    
  

   
  

 و

         
1

, 0 1 5,3
1 1

t

t

s x dx t t t
t t

      
   

ب خذ نهاية الطرفين في المعادلات  4,3 و  5,3 عندماt   نح ل عمس 2,3و 3,3 عمس
 اوبذلد يكتمل ا ثبات الترتير

  2.1.3 مبرهنة 10 :  المعتمة لتكن الدالة  1: 0,f E  ا إذا كان التكامل مستمرة

 
0

f x dx



  القيمة العدديةقابل لمجمع وفق طريقة سيزارو إلس Lف ن  الدالة ،f  تتقارر إلس العدد

L  0إذا وفقط إذا كان لكل   0يوجد 0t  1و     0لكل ه حيث إن  بt t  تتحقق
 :المتراجحة

     
1

6,3

t

t

s x dx s t
t t






 
  

0 لكلو  1   يكون: 

     
1

7,3

t

t

s x dx s t
t t

 
  
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 :الإثبات

 :لزوم الشرط

التكامل  أن  بفرض  
0

f x dx



 متقارر إلسL  ةالمتراجحة الآتيباستخدام ، و: 

        
1 1

, , ,

t t

t t

D s x dx s t D s x dx L D L s t
t t t t

 

 

   
    

    
  

 العلاقة الأخذ بعين الاعتبارمع  2,3عندئذ  نح ل عمس ،1.1.3في التمهيدية: 

   
1

lim , 0

t

t
t

D s x dx s t
t t





 
 

 
  1من أجل 0 ا من أجل 1 ، يمكن أن نح ل 

 عمس 7,3  باستخدام بشكل مشابه 3,3ا1.1.3لتمهيديةفي ا 

 : كفاية الشرط

تكاملال أن  لنفرض  
0

f x dx



  قابل لمجمع وفق طريقة سيزارو إلس العددL  و 6,3 و 7,3  

وبالتالي من  امحققتان 6,3  1يمكن إيجاد 0t  1و  1لكل انه بحيثt t  :يكون  

   
1

3

t

t

s x dx s t
t t





 

  

 :يكون لدينا با ضافة إلس ذلد

   
1 1

lim , 0
1 1t

D t t  
 

 
 

  
 

2ويوجد  0t  2لكله ن  أحيث بt t يكون لدينا: 

   
1 1

,
1 1 3

D t t


  
 

 
 

  
 

لذلد من الفقرة  i نح ل عمس 7.1.1في التمهيدية: 
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     
1 1 1

1 3 1 1 3
t t t

 
   

  
   

  
 

 أن  بما  ،أيضا   lim
t

t L 


 3ه يوجد ف ن     0t  حيث إن  ب   ,
3

D t L


   3tلكل    t 

 :أن  هذا يعني 

 
3 3

L t L
 

     

بعين الاعتبار المساواة  ناخذألو  4,3 ،  ه يوجد ف ن 4 1 2 3max , ,t t t t 4ه لكل حيث إن  بt t 

: تتحقق المتراجحة     
1 1

3 1 3 1 3
s t t L t

  
 

 
     

 
  

4tلكل  ،7.1.1التمهيدية في    لذلد من  t يكون لدينا : 

   8,3s t L   

الشر   أن  ، إذا اعتبرنا أخرى  ومن ناحية   7,3  والمساواة 5,3وبطريقة مشابهة  7.1.1والتمهيدية
*، نح ل عمس لما سبق

4 0t   ه لكل ن  أ حيث؛*

4t t  يكون: 

   9,3s t L   

بجمع المتراجحات  عندئذ   8,3و  9,3نح ل عمس المتراجحة: 

 L s t L     

 لكل *4 4max ,t t t ،اوبهذا إثبات المبرهنة قد تم 

 2.1.3تمهيدية 8:  إذا كانت الدالة المعتمة s x 0ل متناق ة ببطء عندئذ  من أجل ك  
0يوجد  0t   0و 1  0ه لأجل كلحيث إن  بt t  :  ، ف ن 

       , 10,3s t s x x t t      

 :الإثبات 
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 ابطريقة نقض الفرض التمهيدية هذة إثباتتم  

الدالة المعتمة  ن  بفرض أ s x 0ويوجد ، متناق ة ببطء 0  1لكل   0و 0t  ، يمكن
0tو  xعدد حقيقي إيجاد t  يكون  حيثب؛: 

 s t     0 11,3s x t x t      

 يوجدلذلد  0 0,1   يكون حيث ب؛: 

   

     

0 0

0 0

0

0 12,3

s t s x

or

s t s x

 

 





 

 

 

 

 

 :يكون  [11] المتناق ة ببطء fالحقيقية لمدالة موريس شر  وحسر 

     
1

lim lim inf min 0 13,3
t t x t

f t f x
    

    

ب ض النظر عن الحالة التي نختار فيها  12,3  الحقيقية  لدوالإحدى ا أن 
0

s t

 و 
0

s t

  لا
حقق الشر  تد  13,3، امع الفرض تناقضهذا ي لاتتناقص ببطء و منها 

الدالة أن  من الواض   s x   تتناقص ببطء عندئذ  الشرو 6,3 و 7,3  محققة من خلال i  و
 v وبذلد نح ل عمس النتيجة الآتية 5.1.1من المبرهنة: 

  نتيجة 3  8:إذا كانتf  التكامل حيث إن  بدالة معتمة 
0

f x dx



  قابل لمجمع وفق طريقة

ودالتها التكاممية    القيمة العدديةسيزارو إلس  s t التكامل  ن  ف ،تناقص ببطءت 
0

f x dx



 

 ا يتقارر إلس 

  3.1.3مبرهنة 2,8 : لتكنf  دالة معتمة مستمرة عمس 0, سالر  إذا وجد عدد معتل ثابت 

u  0وعدد حقيقي 0x  يكون حيث ب: 

  0xf x u x x   
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الدالة المعتمة ف ن     
0

t

s t f x dx  ا متناق ة ببطء 

 : الإثبات

كنلت  xf x u 0سمعطاة عمضمن الشرو  ال ةمحقق,u x عندئذ  من أجل  ،في المبرهنة  

0x x  :لدينا يكون   

 

 

0

1 0

xf x u u

xf x u u u

 

 

  

   

 

  
 

0uن خذ لمتبسيط   H  ،  0 حيث؛H ، ئذ  عند: 

   

   

H
xf x H f x

x

H
xf x H f x

x

 

 

 

 


   


   

 

0xا عندئذ  من أجلمحققة t x t   1و    لدينايكون: 

      ln ln

x x

t t

du x
s x s t f u du H H H

u t
              

 و

      ln ln

x x

t t

du x
s x s t f u du H H H

u t
              

Heختياراب 


   :نح ل عمس المتراجحات،  

   

   

s x s t

s x s t

 

 





 

 

 

 
 

عندئذ     s x s t   0أيا  كان  ة،محققx t x t  ا 

 مثال 9 لتكن الدالة المعتمة :  1: 0,f E   :الآتيطاة كمع  
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   
 

0 2 sin
2 sin

2 2 sin 2 2 sin
2 sin

t
if t x

x
f x t

t
if x t x

x


   

 
     
 

 

                                :عندئذ     

    

2 sin

2 sin 2

f x x

f x x













 

  
 

 أن  بما    0f x

  لأَّ  ةمحقق 0,1  0وx  لدينا ، يكون  0xf x

  و   
  0xf x

   أن  والتي تعني   0xf x وبالتالي ،  s t امتناق ة ببطء 

 :شر  توبريان أحادَّ الجانر الآتي ، تم  الح ول عمس3.1.3 كنتيجة لممبرهنة

 نتيجة 4  8:  كانتإذاf  التكامل حيث إن  بدالة معتمة 
0

f x dx



  قابل لمجمع وفق طريقة

والشر  ،   القيمة العدديةسيزارو إلس   0;xf x u x x   التكامل  ف ن   ،محقق 
0

f x dx



 

 ا  يتقارر إلس 

   :سيزارو وهولدر الداليةجمع قابمية 2.3.

الدالة أن  نفرض  f x دودفي كل مجال مح L لس إقابمة لمتكامل    0,X 0و   ،  عرّتند: 

        
1 1

0

x

f x x t f t dt


 
 

   و      xg x e f x 

إن   -   ,f x C  تإذا وفقط إذا كان   ,xf e C 
 

  
 

 أن ههدفنا الأساسي هو إثبات  ا

 تإذا كان  ,f x C 
 

  
 

 ف ن       ,f x C  ، دالة نهايتها مع ملاحظة أن ه توجد

موجودة وفق ,C  لكن نهايتها وفق,C 
 

 
 
   اغير موجودة 

0 ت: إذا كان[14]  1.2.3تمهيدية 1   و xe g x    عندماx  ،  ف ن: 

   
1

0

x

tx x t e g t dt
 
   xعندما    ا 
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 : الإثبات

0 أن  نفرض أولا    1  ، نجد أن  ، 15.1.1نتيجة التمهيديةباستخدام: 

       

   

 
     

 
       

   

1

0

1

0 0

1 1

0 0

1 1

0

0

1

1

x

t x

x t

t

x t x

t

t

x x w
t vv

v v

x

v

x t e g t dt e g x

e dt x u g u du

e dt g v dv x w w v dw

e g v dv x w w v dw e dt

J x v e g v dv







 



 















  





  

    



 

 

  
 

  
 

 



 

  

  



 

: حيث  إن 

 
 

   
1 1

0

1
1

y

uJ y y u u e du
 



     
   

 :أن   نوهي تكفي لنبيّ 

   
0

x

x J x v v dv     

ة حالعمس أيّ  x في أَّ مجال محدود Lتكون قابمة لممكاممة إلس    0,X وتسعس إلس عندما 

x    :هذا  حي  لأن   ، 

 
 

   
 

 1 1

0 0 0

1 1 1
1 1

x x

u ux J x v dv x x u u e du u e du
    


 



             
      

xعندما  ا 

، 0yلكل ثابت  وبما أن   :يكون 
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 
0

0

y

x J x v dv    xعندما      

1لأجل  ،خاص بشكل     أن  نجد: 

     1 1 1

1 1

0 0

x x

t x tx e g t dt x e g x x e g t dt        

 وهذا ينت  من كون  ,1C اطريقة نظامية 

 الطريقتين يجاد العلاقة بين  ,C  و ,C 
 

 
 
 االمبرهنتين الآتيتيننثبت  ،

 1.2.3مبرهنة 14 :  0لأجل  ،تإذا كان   ,f x C 
 

  
 

 :ف ن       ,f x C ا 

 :الإثبات 

0أن   نفرض أولا    1  عندئذ  يكون: 

       
1

0

x

tf x x t e g t dt



    

 ا  1.2.3هذا ينت  من  التمهيدية

1 أن  لنفرض الآن  ا لنضعk   0 حيث؛    1  1و, 2,.........k  وبتطبيق   
  :مرة نح ل عمس kطريقة التكامل بالتجزئة 

         

       

1

0

1 1

0

10 0

1

kx
k t

k

x xk
k rt t

k r k

r

d
f x g t e x t dt

dt

a g t e x t dt g t e x t dt













   



          

   



 

 

           
1

1 1 1

0 1 1

00 0 0

x x xk
rt t t

k r k k

r

a g t e x t dt b g t e x t dt g t e x t dt
  


     

 



        

r,حيث  ra b ثوابتا 
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 من الفرضية xe g x   xعندما     ، 1 أن  وبماk   ،  ن ه من السهل أن نبيّ إن
أن   1

x

ke g x 

  xعندما    ا 

م نظامية طريقة سيزارو لأجل الحدود الأخرى ينت  وبحك 0aلأجل العدد  15.1.1حسر التمهيدية
:  أن    1 x f x

     عندماx  اقد تم  1.2.3وبهكذا يكون  إثبات المبرهنة 

 2.2.3مبرهنة 14 :0 إذا كانت   نهاية  الدالة  وتكون  ، ف نixe  وفق
C,طريقة  

 
 
 
 اغير موجودة 

 : الإثبات

 :لدينا غ،يريمان ليب وفقا  لمبرهنة 

   
1

1 1

0 0

1 0

x

it iuxx x t e dt u e du
         x عندما   لذلد 0 ,ixe C  ا من  

 :أخرى  ة  جه

   

   
 

 
 

1 11

0 0

11

0

1 1
1

x x
t ix t it ix

ix

t iix

e x t e e dt e t e dt

e
e t e dt o o

i

 







   


 

 


   



 



 

xنهاية عندماوالتي لا تممد   َّنهاية أن  ا أixe  وفق طريقة,C 
 

 
 
 اغير موجودة 

 

 

 

 

 

 0 ,ixe C 
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 الفصل الرابع 

 وتطبيقاتها توبريان نظرية

 

ة جمع التكاملات وفق طريقة سيزارو قابمي توبريان نظرية : .1.4 
 

 0, f دالة ذات قيم حقيقية ومستمرة عل أن  نفرض   

كن تول   
0

x

s x f t dt ا 

لدالة المطبق عمس ا سيزاروتحويل  إن   s x يدعطس بالعلاقة : 

    
0

1
x

s x s t dt
x

   

 : التكامل وعلاوة عمس ذلد إذا كان

 
0

f t dt



 

 إذا كان:  قابل لمجمع وفق طريقة سيزارو إلس العدد المحدود 

       
0

lim lim 1 1,4

x

x x

t
s x f t dt L

x


 

 
   

 
 

 إذا كان التكامل:  

                            
0

2,4f t dt L



                                                                                              

النهاية ، ف ن  موجودا   1,4   ا  حي  بالضرورة غيرا ولكن العكس موجودةأيضا 
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الآن من أجل الدالة   
0

x

s x f t dt ، لدينا: 

        3,4s x s x v x  

 اKronecker كركروني دعس متطابقةوالتي تد 

:حيث   إن 

    
0

1
x

v f x t f t dt
x

  

 :لاحظ أنند 

  
  v f x

s x
x

   

عرّتلند    k s x  : بالشكل   kمن أجل أَّ عدد  حي  موجر  ، 

  
  

 

1

0

1
; 1

; 0

x

k

k

s t dt k
xs x

s x k









 




 

 أن  لاحظ ند      1 s x s x  

 لد بواسون طريقة  إن   
0

x

f t dt يمكن تعريفها بالشكل: 

  
 

 
1

, 1
1

x

x

s x s t dt
x



 


 
  

    
1

,0 1

x

x

s x s t dt
x x



 


  
  

الدالددددددددددة الحقيقيددددددددددة أن  مددددددددددع العمددددددددددم    
0

x

s x f t dt  إذا  ،مددددددددددا ذبددددددددددذر بددددددددددبطء عمددددددددددس منحنددددددددددي تت

 :[13]كان
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      
1

lim lim sup max 0 4,4
x x t x

s t s x
    

  

 :بالشكل أيضا   عنها عبريمكن أن ند  ف نه

                                                                
     

1
lim lim sup max 0 5,4

x x t x
s t s x

    
  

 ا لأجل متسمسمة الأعداد الحقيقية  

 1.1.4مبرهنةةةةةةةة 10: إذا كاندددددددت s x قابمدددددددة لمجمدددددددع وفدددددددق طريقدددددددة سددددددديزارو إلدددددددس s ،و s x 
: ، ف ن  متذبذبة ببطء lim

x
s x s


 

 :نحتاج التمهيديات الآتية  ثبات  حة هذة المبرهنة

 1.1.4تمهيديةةةةةة 10: الدالدددددة s x  متذبذبدددددة بدددددبطء إذا وفقدددددط إذا كاندددددت v x  متذبذبدددددة بدددددبطء
 اومحدودة

 :الإثبات

 لزوم الشر : 

أن  بفرض  s x  ّأن   ن أولا  متذبذبة ببطء، لنبي: 

    1v f x o  عندماx   

            :أن  الواض  ومن 

   

1

2

00

2

j

j

x

x

j x

uf u du uf u du







  

 :والتي تنت  من المتطابقة
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       

         

          

         

uf u du us u du us u s u du

s u du s s s s

s u du s s s

s u s du s s

  

  













       

     

   

     

     

     

    

  







 

 :وبالتالي

               max max
x x

uf u du s x s s s s x s



   


       
   

       

وب خذ 
2 j

x
  2و




 :نح ل عمس 

   
00

2

x

j
j

x
uf u du k o x





   عندماx . 

 أن  ن الآن لنبيّ   s x أن  بما ، متذبذبة ببطء   
  v f x

s x
x

     ف ن: 

        

  log

t

x

t t

x x

s t s x s u du

du t
f u du c c

u x

    

  



 

 

xلكل t x   أن  ومنه نستنت        max log
x t x

s t s x c

  

 
  

1ب خذ نهاية الطرفين عندما و   نح ل عمس:  

     
1

lim lim sup max 0
x x t x

s t s x

 

   
  

حسر  3,4  امتذبذبة ببطء  أن  نجد 

 

 v x
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 كفاية الشرط:

تضدددددددددمن ، مدددددددددن الواضددددددددد  أن  محدوديدددددددددة محددددددددددودة ومتذبذبدددددددددة بدددددددددبطء نفدددددددددرض أن  
 التذبددددذر البطدددديء لددددد  s xمتذبذبددددة بددددبطء نجددددد حسددددر  أن  بمددددا  ،أخددددرى  ومددددن جهددددة   ا

 3,4   أن  s x متذبذبة ببطء أيضا ا 

الفرق  عن يدعبر    s x s x من خلال التمهيدية الآتية: 

 2.1.4تمهيدية 13: 

 i 1إذا كان       ف ن: 

                
1 1

1

x

x

s x s x s x s x s t s x dt
x x



    
 

    
   

 ii 0إذا كان    1    ف ن: 

                
1 1

1

x

x

s x s x s x s x s x s t dt
x x



    
 

    
   

 الإثبات:
 i  لد بواسون من تعريف طريقة s x، لدينا:  

    
 

   
0 0

1 1

1

x x x

x

s x s t dt s t dt s t dt
x x x

 


 

 
   

   
   

1من أجل   : 

 وبما أن      
0

1
x

s x s t dt
x



 


   و      
0

1
x

s x s t dt
x

  نح ل عمس:  

        

    

1

1 1

1 1
1

1 1

s x s x s x

s x x


   

 

  
 

 
 

 
   

  

 

 
وبالتالي الفرق       s x s x   ، كالآتي:كتر يد  أن  يمكن 

 v x v x

 v x
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             
1 1

6,4
1 1

s x s x s x s x     
 

  
 

 
وبطرح   s x من المتطابقة: 

        
1

x

x

s x x s t s x dt
x x






  
  

 :نح ل عمس

               
1

x

x

s x s x x s x s t s x dt
x x



    


    
  

المتطابقة باستخدام  6, :لدينا، يكون 4
  

 
    

           
1 1

1

x

x

s x s x

s x s x s t s x dt
x x



 

  
 

 

   
  

 

 وبذلد يكتمل ا ثباتا
 ii   إثبات ii ثبات تماما   مشابه  iا 

 :1.1.4ننتقل الآن إلس إثبات المبرهنة
  الإثبات:
 أن  بمدددددا  s x  لمجمدددددع وفدددددق طريقدددددة سددددديزارو إلدددددس قابمدددددةs   تكدددددون  عندئدددددذ   s x  أيضدددددا  قابمدددددة

ا إذا ، يندددددددت  مدددددددن  sلمجمدددددددع وفدددددددق طريقدددددددة سددددددديزارو إلدددددددس  3,4   أن  v x مجمدددددددع وفدددددددق قابمدددددددة ل
 أن    1.1.4ا و ينددددددت  مددددددن التمهيديددددددةطريقددددددة سدددددديزارو إلددددددس ال ددددددفر v x وفددددددقمتذبذبددددددة بددددددبطء ، 

2.1.4 التمهيدية  i، :يكون 

                
1 1

1

x

x

v x v x v x v x v t v x dt
x x



    
 

    
   

 :أن  لعلاقة الأخيرة نجد ومن ا

                
1

max 7,4
1 x t x

v x v x v x v x v t v x


   
  

    


            

limب خذ sup xعندما الأخيرة لطرفي العلاقة        :نح ل عمس،  

    

           
1 1

1

x

x

s x s x

s x s x s t s x dt
x x



 

  
 

 

   
  
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              
1

lim sup lim sup lim sup max
1x x x x t x

v x v x v x v x v t v x


   
    

    


 

 أن  بمددددددددا   v x مددددددددن الطددددددددرت الأيمددددددددن لمعلاقددددددددة السددددددددابقة يددددددددؤول إلددددددددس متقاربددددددددةا الحددددددددد الأول
 بالشكل: ت ب ال فر و 

 
                           lim sup lim sup max

x x x t x
v x v x v t v x




   
   

1 بجعل   لدينا  في هذة العلاقة فيكون    lim sup 0
x

v x v x


  

  ن  وهدددددذا يقتضدددددي بددددد   1v x o  عنددددددماx ،  أن  بمدددددا  s x ابمدددددة لمجمدددددع وفدددددق طريقدددددة ق
و sسددددددددديزارو إلدددددددددس   1v x o  عنددددددددددماx ،  أن  بالتدددددددددالي نجدددددددددد و lim

x
s x s


،  وبهدددددددددذا

 يكتمل ا ثباتا
باسددددددتخدام يمكددددددن إثباتهددددددا بشددددددكل مشددددددابه  1.1.4 المبرهنددددددة أن  لاحددددددظ ند  5, لددددددد المكافئددددددة 4 4, 4

والتمهيدية ii 2.1.4ا 
  2.1.4مبرهنةةةةةةة  13 : إذا كانددددددت s x ابمددددددة لمجمددددددع وفددددددق طريقددددددة سدددددديزارو إلددددددسقs و كددددددان

      p x f x O p x عندماx   حيث؛: 
 

 1
lim lim sup 1

x

p x

p x


 

 

: ف ن   lim
x

s x s


ا 

  الإثبات :
xأيا  كان   t x  :نجد 

     
 

 

 

 
log

t t

x x

p u p t
s t s x f u du c du c

p u p x


     

 
  :أن  و نستنت  

   
 

 
lim sup max log lim sup
x xx t x

p x
s t s x c

p x



  
  

1رفين عندما وب خذ نهاية الط ، نح ل عمس: 
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   
1

lim lim sup max 0
x x t x

s t s x
    

  

أنّ أَّ  s x  ا ءمتذبذبة ببط 
نتيجةةةةةةةةةة 5   13 :تإذا كانددددددددد  s x قابمدددددددددة لمجمدددددددددع وفدددددددددق طريقدددددددددة سددددددددديزارو إلدددددددددسs  وكدددددددددان

   1xf x O xعندما    ،   ف ن:  lim
x

s x s


ا 

 : لإثبات ا
بوضع p x x  ينت  المطمورا 3.1.4المبرهنةفي 

التذبددددددذر البطدددددديء لمدالددددددة  أن   نبدددددديّنل v x   بالنسددددددبة لقابميددددددة جمددددددع  توبريددددددانشددددددر   يكددددددون أيضددددددا
 اكاملات المعتمة وفق طريقة سيزاروالت

  3.1.4مبرهنةةةةةةةةةة 13: إذا كاندددددددددت  s x  قابمدددددددددة لمجمدددددددددع وفدددددددددق طريقدددددددددة سددددددددديزارو إلدددددددددسs و 
 v x ف ن   ،متذبذبة ببطء  lim

x
s x s


ا 

  :ثباتالإ 
أن  بما  s xلمجمع وفق طريقة سيزارو إلس  ةقابمs،   تكون  عندئذ  s x  أيضا  قابمة لمجمع

ينت  من ا و s وفق طريقة سيزارو إلس 3,4   أن  v x مجمع وفق طريقة سيزارو إلس قابمة ل
ابقة طتالمباستخدام ، و ال فر 3,4  يكون لدينا  v v x مجمع وفق طريقة سيزارو إلس ل ةقابم
دية، ومن التمهيال فر i2.1.4 ايكون لدين : 

  
               

      

1

1

1
x

x

v v x v v x v v x v v x

v v t v v x dt
x x



    




  


 
 

 

   :ومن العلاقة الأخيرة يكون 

              

     

1

1

max
x t x

v v x v v x v v x v v x

v v t v v x


   


 

  


 

 

limب خذ   sup عندما  لمطرفين في العلاقة السابقةx   :نجد 
 

               

      

1

1

1
x

x

v v x v v x v v x v v x

v v t v v x dt
x x



    




  


 
 

              

     

1
lim sup lim sup

1

lim sup max

x x

x x t x

v v x v v x v v x v v x

v v t v v x


   
 

  

  


 
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              

     

1
lim sup lim sup

1

lim sup max

x x

x x t x

v v x v v x v v x v v x

v v t v v x


   
 

  

  


 

 

 أن  بمدددددددا    v v x   يدددددددؤول ة الحدددددددد الأول مدددددددن الطدددددددرت الأيمدددددددن لهدددددددذة العلاقددددددد متقاربدددددددةا فددددددد ن
 :ت ب  بالشكلإلس ال فر و 

      

     

lim sup

lim sup max

x

x x t x

v v x v v x

v v t v v x





  



 
 

1وبجعل   :نجد 
      lim sup 0

x
v v x v v x


  

 ن  وهذا يقتضي ب     1v v x o  عندماx ا 
مدددددددددددددددن المتطابقدددددددددددددددة        v x v x v v x ،  نح دددددددددددددددل عمدددددددددددددددس   1v x o  أن  بمدددددددددددددددا 

 s x قابمة لمجمع وفق طريقة سيزارو إلسs و   1v x o عندماx   أن  نجد: 
 lim

x
s x s


 ا قد تم هنةالمبر  وبهذا يكون إثبات 

: و قابمية الجمع الموزون  توبريان نظرية  .2. 4  
ت وحددددددة قيددددداس الدددددتحكم الكلاسدددددديكية لسدددددمود التذبدددددذر لددددددد تدعددددددرّ  امتتاليدددددة حقيقيدددددة لدددددتكن 
 ا  :العلاقةب 

 :الآتيكدلسمود التذبذر من المرتبة الأولس  لقياس التحكم العام عطس وحدة تد 

              1 0 1 0

n n n nw u w u w u  

 :حيث

 

  :والمتطابقة 

     1 0

n n nu u V u   

حيث  0

0

1

1

n

n k

k

V u k u
n 

  

 

 nu u

 nu     0

1n n n nw u n u n u u    

 nu

   1

0

1

1

n

n k

k

u u
n







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 .عروفة بمتطابقة كرونيكرالم

 :تيةالعبارة الآكورة سابقا  تنت  من في هذة الحالة التعاريف المذ

 

حيث    1

,

0 0

1 1

1

n k

n p k v

k vn

u p u
P k


 




 ا 

 1.2.4مبرهنة 14: إذا كانت: 

 lim inf 1 , 1 8,4nt

n
n

P
t

P
  

حيددددددث .t n   لمعددددددددتشددددددير إلددددددس الجددددددزء ال ددددددحيnt متتاليددددددة حقيقيددددددة  ولددددددتكن  ،لكددددددل
 وفق طريقة قابمية الجمع   Lتتقارر إلس  ,1Cا 

 ان: الآتيإذا وفقط إذا تحقق الشرطان  Lمتقاربة إلس نفس العدد  عندئذ  

   
1 1 0

1 1
sup lim inf 0 9,4

1

n

n

t j

j v n
nt j n vt n

p x x
P P j   

 
 

  

 و

   
0 1 1 0

1 1
sup lim inf 0 10,4

1
nn

jn

j n v
nt j t vn t

p x x
P P j    

 
 

  

 الآتية: ةللإثبات نحتاج إلس التمهيدي

 1.2.4تمهيديةةةةةةةة 3 : العلاقدددددددة أن  بفدددددددرض 8,4  متتاليدددددددة عقديدددددددة  ولدددددددتكن محققدددددددة
 :ا عندئذ  Lإلس  نيورلند قابمة لمجمع وفق

  
1 0

1 1
lim ; 1 11,4

1

n

n

t j

j j
n

j n vt n

p x L t
P P j  

 
 

  

 و

              1 0 1 0

, , , ,n p n p n p n pw u w u w u 

n  kx

 , nN P

 kx

 kx x
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 
1 0

1 1
lim ; 0 1 12,4

1
nn

jn

j j
n j t vn t

p x L t
P P j  

  
 

  

 : الإثبات

 :نميز عدة حالات 

 :نح ل عمس،  لأجل  

 

1 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 1

1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1
13,4

1 1 1

n

n

n

n

n n n

n n

n n n

t k

k v

k n vt n

t k n k
t n

k v k v

k v k vt n t t n n

t tk k n k
n

k v k v k v

k v k v k vt t n t n

p x
P P k

P P
p x p x

P P P k P P P k

P
p x p x p x

P k P P P k P k

  

   

     

 

 
   

 
   

     

 

   

     

و من  8,4: نجد 

1
lim sup

lim inf 1nn

n

n
tt n

n
n

P

PP P

P





  




 

و العلاقة 11,4تنت  من العلاقة 13,4 اطريقة التقارر وفق  أن  وذلد بفرض 

 2  لدينا :،  عندما 

 

1 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 1

1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1
14,4

1 1 1

nn

tn

n

n n n

tn

n n

n k

k v

k t vn t

n k k
tn

k v k v

k v k vn t n n t t

n k n k k
n

k v k v k v

k v k v k vn n t n t

p x
P P k

PP
p x p x

P P P k P P P k

P
p x p x p x

P k P P P k P k

  

   

     

 

 
   

 
   

     

 

   

     

و العلاقة  12, تنت  من4 14,  ةطريقالتقارر وفق  أن  وذلد بفرض  16.1.1التمهيديةو 4

 ا

 : 1.2.4 ثبات المبرهنة

 11t 

1p

n nN C

0 1t 

1p

n nN C
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 :لزوم الشرط

يندددددددددددددددددددددددددددددت  مددددددددددددددددددددددددددددددن   لأجددددددددددددددددددددددددددددددل ،و  أن  لنفدددددددددددددددددددددددددددددرض  
 :أن    1.2.4التمهيدية

 
1 0

1 0

1 1
lim

1

1 1
lim 0

1

n

n

n

n

t k

k v n
n

k n vt n

t k

k v n
n

k n vt n

p x x
P P k

p x x
P P k

  

  


 

   
         

 

 

 

 :أن  نجد  ،في حالة 

 
1 0

1 0

1 1
lim

1

1 1
lim 0

1

nn

nn

n k

k n v
n

k t vn t

n k

n k v
n

k t vn t

p x x
P P k

x p x
P P k

  

  


 

   
         

 

 

 

 :كفاية الشرط

نالشرطي نفرض أن    9, و4 10,  انمحققي 4

مدددددددددن العلاقدددددددددةه ، ف ن دددددددددلأجدددددددددل كدددددددددل  ، أن  ولنثبدددددددددت  9, أن نختدددددددددار ن يمكددددددددد 4
 :هن  إبحيث  

   
1

1
1 0

1 1
lim inf 15,4

1

tn

n

j

j v n
n

j n vt n

p x x
P P j


  

  
 

 

 ا  حيث

بعدددددددددين و لدددددددددو أخددددددددذنا  لكددددددددل  ،لدددددددددد مددددددددن خدددددددددلال قابميددددددددة الجمدددددددددع المفروضددددددددة 
العلاقة الاعتبار 15,  :نح ل عمس ، 4

 lim sup 16,4n
n

x L   

lim k
k

x L 1lim p

n n
n

N C x L1t 

0 1t 

lim n
n

x L0 

1 0t 

 
1 1.nt t n

1p

n nN C nx1t 
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 يمكدددددددددن أن نختدددددددددار  ه لكدددددددددلف ن ددددددددد  تإذا كانددددددددد ،أخدددددددددرى  مدددددددددن ناحيدددددددددة   
 :بحيث يكون 

 
22

1 0

1 1
lim inf

1

n

nn

j

j n j
n

j t vn t

p x x
P P j


  

  
 

  

 احيث  

، والعلاقددددددة السدددددددابقة لأجددددددل ، لددددددددمددددددن خددددددلال قابميدددددددة الجمددددددع المفروضددددددة  
 :نح ل عمس

 lim inf 17,4n
n

x L   

و بجمدددددددددددددددددع العلاقتدددددددددددددددددين ،  بحكدددددددددددددددددم اختياريدددددددددددددددددة العددددددددددددددددددد  16, و 4 17,     أن  يندددددددددددددددددت   4

  

 قد تما وبهذا يكون إثبات المبرهنة  

   2.2.4مبرهنةةةةةةةةةةةة 3,14:  العلاقدددددددددددة  أن  لنفدددددددددددرض 8,4  محققدددددددددددة و nx ة عقديدددددددددددة متتاليددددددددددد
1pوالتدددددي تكدددددون قابمدددددة لمجمدددددع وفدددددق

n nN C إلدددددسL ،  عندئدددددذ nx العددددددد تتقدددددارر إلدددددسL ذا وفقدددددط إذا إ
 :نمحققي كان الشرطان الآتيان

   
1

1 0

1 1
inf lim sup 0 18,4

1

n

n

t j

k v n
t n

j n vt n

p x x
P P j

  

 
 

 

 و

   
0 1

1 0

1 1
inf lim sup 0 19,4

1
nn

jn

k n v
t n

j t vn t

p x x
P P j 

  

 
 

 

 : الإثبات

 : لزوم الشرط

العلاقات  أن  لنفرض  21,1 و 22,1 العلاقةنح ل عمس 1.2.4عندئذ  من التمهيدية، قةمحق 

0 1t 0 20 1t 

 
2 2.nt t n

1p

n nN C nx0 1t 

0 

lim n
n

x L
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 18, والعلاقة لأجل ، 4 19,  الأجل  4

 : كفاية الشرط

 العلاقدددددددددددددات أن  لنفدددددددددددددرض   8,4و 21,1 و 18, يوجدددددددددددددد  عندئدددددددددددددذ  لأجدددددددددددددل  ،محققدددددددددددددة 4
 :حيث إن  ب 

 
3

3
1 0

1 1
lim sup

1

n

n

t j

k v n
n

j n vt n

p x x
P P j


  

 
 

  

 احيث 

 عتبدددددددار أن  مدددددددع الأخدددددددذ بعدددددددين الا  nx  نح دددددددل عمدددددددس الفرضدددددددية قابمدددددددة لمجمدددددددع وفدددددددق ،
 :الآتية

 
3 3

3 3
1 0 1 0

1 1 1 1
lim sup lim sup lim sup

1 1

n n

n n

t tj j

n k v k v n
n n n

j n v j n vt n t n

L x L p x p x x
P P j P P j


     

     
   

    

 الدينا يكون ، وبحكم اختيارية العدد 

 الحالة الثانية مشابهة لمحالة الأولس تماما ا ن  إ

 :بوريل و هولدر طريقتي جداءحول  توبريان نظريات 3.4.

 1.3.4تمهيديةةةةةةةةةةةة 10 :المتتاليدددددددددددة إذا كاندددددددددددت nsفددددددددددد ن   ،متذبذبددددددددددددة بدددددددددددبطء  0

nV محدددددددددددددودة
 اومتذبذبة ببطء

 : اتالإثب

 المتتالية كنلت  ns عرّتند  ، ، لكلبطءمتذبذبة ب:  

 

1t 0 1t 

0 

3 1t 

 
3 3.nt t n

1p

n nN C

0 lim n
n

x L

1 

 
 

 
1

1

, max 42
n

k

n j
n k

j n

w s s



  

 

 



 97انصفحح  رنيم نديم فجز
 

 بالمتسمسمة الآتية:  المجموع المنته  يمكن التعبير عن 

 

 :إذا  

 
1

1

1 1

1 0 0 02
2 2

1
, 2

2 2j

j j

n

k k nj j
n nk j j j

k

n
k s k s w s nC nC nC





  

 
      

 
       

 
     

 وبالتددددددددددددددددددالي يكددددددددددددددددددون  ،حيددددددددددددددددددث    0
1nV O عندددددددددددددددددددما n ،  ون كددددددددددددددددددتلددددددددددددددددددذلد

 ا متذبذبة ببطءوبالتالي  ،ببطء ةمتذبذب 

ندددددده إذا كانددددددت المتتاليددددددة لاحددددددظ أ  ا ند 1.3.4كنتيجددددددة لمتمهيديددددددة ns  المتتاليددددددة متذبذبددددددة بددددددبطء فدددددد ن
 ا kكلمن أجل  بة ببطءمتذبذ محدودة ولذلد  

 1.3.4مبرهنة 15 :و لكل   تإذا كان 

       20,4
k

nV O n n  

 ا  ف ن  

 : الإثبات

 :حسر الفرض لدينا

 

باستخدام  20,4نجد11.1.1والتمهيدية: 

 

1

n

k

k

k s




 
1

0

2 2
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j j

n

k
n nj

k

k s






 

 

0C 

  
 1

1

0

1

n
k

n

k

V
s

k




 
   
 

  0

nV

  k

nV
  k

n

  , 1ns s B H k 0k 

 , 1ns s H k 

     1
45

k

n s B



         1
46

k k

n nV n O n n


   
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  أن  والتي تعني  ،12.1.1من المبرهنة نح ل عمس 

 :ةالآتينستنت  النتيجة 1.3.4من المبرهنة

نتيجةةةةةةةةةة 7   33: تإذا كانددددددددد   , 1ns s B H k  0لكدددددددددلk و ns متذبذبدددددددددة بدددددددددبطء، 
ف ن ns تتقارر إلسsا 

 : الإثبات

المتتاليدددددددددة  ن  بمدددددددددا أ ns ة بدددددددددبطء، فهدددددددددذا يقتضدددددددددي أن  ذبذبدددددددددمت   0
1nV O عنددددددددددما n ، 

1kلكل وأيضا  التذبذر البطيء لممتتالية   ا1.3.4التمهيدية كما في 

 :إذا  لدينا

، وبمددددددددددددا أن   ns قابمددددددددددددة لمجمددددددددددددع وفددددددددددددق  
؛  هدددددددذا يندددددددت  مددددددددن التذبدددددددذر البطددددددديء لددددددددد و  ،12.1.1مدددددددن المبرهنددددددددةو sإلدددددددس
 ا حيث

ا نح دددددل عمدددددسسدددددتمرار فدددددي هدددددذا السدددددياقبالا 1

n s  نجدددددد أن   ،13.1.1مدددددن التمهيديدددددة ns

 اsتتقارر إلس

: إذا اسدددددددتبدلنا التذبدددددددذر البطددددددديء لدددددددد ملاحظةةةةةةةة ns لدددددددد بالتذبدددددددذر المعتددددددددل  ns  فدددددددي النتيجدددددددة
 7 نح ل عمس تقارر ،  1

n  من قابمية الجمع وفق  , 1B H k  لد nsا 

د أن  هاردَّ نجلتطابق مع شر  ليتموود توبريان و با   nn s O n n    بالنسبة
 لطريقة قابمية الجمع وفق بوريل ا

الشددددددددددر       k

nn V O n n     لددددددددددد يكفددددددددددي لددددددددددرد قابميددددددددددة الجمددددددددددع وفددددددددددق  

 ns 0لكل   قابمية الجمع وفق إلسk  ا 

 2.3.4مبرهنة 15 : إذا كانت  ,ns s B H k   0لكلk  و 

 1k

n s

 , 1ns s H k 

 k

n

       1k k

n nV n O n n


    , 1H k 

 1k

n s



 k

n

 k

n s 

 ,H k

  ,B H k
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       , 21,4
k

nn V O n n   

ف ن   ns تكون قابمة لمجمع وفق   ,H kإلسsا 

 ا ثبات:

، لدينا من الفرض    k

n s B  فيكون لدينا14.1.1التمهيدية بعين الاعتبارولو أخذنا : 

   1k

n s B

 

وينت  من      1k k k

n n nV 


  :  أن 

       1
0

k k k

n n nV B 


   

عمس  12.1.1المبرهنةباستخدام   k

nV نستنت  من ، 21,   :أن   4

       1 22,4
k

nV o n  

  :لدينا  11.1.1ومن التمهيدية

       1
1

k k

n nV n o n


    

:  ومن العلاقة السابقة ينت  أن 

     1k

nn o n n


   

عمس  11.1.1إذا طبقنا المبرهنة 1k

n
:  نستنت  أن ، 

   1
23, 4

k

n s

 

بتبديل  22,4  و 23,4 في     1k k k

n n nV 


  نح ل عمس ، k

n s  :  أَّ أن 
 ,ns s H kا 

إذا استبدلنا الشر   21, بالشر   4     1k

nn V o n n


    ف ننا نح ل عمس 

الجمع وفق قابمية  ,H k لدns   من قابمية الجمع وفق بدلا  , 1B H k  0لكلk ا 
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 3.3.4مبرهنة 15:  إذا كانت  , 1ns s B H k  0لكلk   و 
       1

1 , 24,4
k

nn V o n


    

 ف ن   ,ns s H kا 

 ا ثبات: 

، لدينا من الفرض   1k

n s B

، لدينا 14.1.1ومن التمهيدية: 

     2
25,4

k

n s B


 

في    بد    ستبدال با     1k k k

n n nV 


 ، نح ل عمس: 

       1 2 1
0

k k k

n n nV B 
  
   

ينت  ذلد من 24,4 :وبالتالي  

     1k

nn V o n n


   

عمس  11.1.1إذا طبقنا المبرهنة 1k

nV
  :نح ل عمس ،   

       1
1 26,4

k

nV o n

  

  يكون لدينا:  11.1.1في    بد    ستبدال با
       1 2

1
k k

n nV n o n
 

    

: وينت  من  العلاقة السابقة أن 

       2
27,4

k

nn o n n


   

وفقا  لد 25,4  و 27,4نح ل عمس ، : 

   2
28,4

k

n s


  
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في    بد   باستبدال   11.1.1ومن المبرهنة     1k k k

n n nV 


 ، نح ل عمس :
       1 2 1

29,4
k k k

n n nV 
  
  

 بعين الاعتبارلو أخذنا  26,4  و 28,4  و 29,4نح ل عمس ،: 

    1
30,4

k

n s

 

 ، لدينا :12.1.1من التمهيدية

        1 1
31,4

k k k

n n nV V n V
 

   

حسر  24,4  و 26,4  ومن المتطابقة 31,  : لدينا 4

       1 32,4
k

nV o n  

من  30,4 و 32,4 نح ل عمس ، k

n s  المساواة من       1k k k

n n nV 


  والتي ،
 أن  تعني  ,ns s H k ا 

الشر   إذا استبدلنا  3.3.4المبرهنة في لدينا أيضا   24,4   محل الشر
     1
k

nV o n  0لكلk ا 

نتيجة  8 إذا كان :  , 1ns s B H k  0لكلk  و      1
k

nV o n   ف ن  
 ,ns s H k ا 

 : الإثبات

ينت  ا ثبات من  19,1 افي قابمية الجمع وفق طريقة هولدروالانتظام  
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 الفصل الخامس

 طريقتي سيزارو وآبل قابمية جمع المتسمسلات وفق

 

 :مية الجمع وفق سيزارو و آبل معا  هنات حول طرائق قاببعض المبر 1.5.

والتقارر  أحادية الجانر لمتعويض في قابمية الجمع وفق  توبريانت عمس شرو  لنتعرّ 
 ا الناتجة عن تحويل الطريقةلممتتالية 

محدودة من أجل المتتالية المتذبذبة باعتدال   أن   Dik [10] ديد أثبت ns ا من
عرت تد  ا المتطابقة ذبذبة ببطء تكون متذبذبة باعتدالكل متتالية مت أن  الواض  
 اكزونيكزبمتطابقة 

لد  والتذبذر البطيء وفق  التقارر وفق ن ع [6] ارديم و كاناد مؤخرا  بحث كل من
 ns  القيم من أجل بعض وذلد  اعتمادا  عمس الشرو  المفروضة عمس حدود الد

 االخا ة لد

لمتتالية  بالنسبة لأجل  المحدودية ذات الطرت الواحد لد  أن  ثبت سوت  ند 
أو التقارر لد  التقارر وفق  نسترجعلها خا ية كافية ل ns  من قابمية الجمع وفق

 ا

   1.1.5مبرهنة 32 :أجل المتتالية من ، كن تل ns،  غير السالبة توجد المتتالية
 و  وكل عدد  حي  ه من أجلحيث إن  ب  

   1 1,5m

n nm
n M     

عندئذ  إذا كانت ا متذبذبة باعتدال  حيث  ns  قابمة لمجمع وفق ,A C  إلس  

ف ن   ns  اإلس قابمة لمجمع وفق 

 ,C 

  ,A C 

 1

nn s

1 1

n n ns s  

 ,C  ,C 

  m

nm
n  

m

  1m

nm
n   2m 

 ,C 

  ,A C 

1  

 nM2m 1n 

1

n
k

k

M

k

 
 
 
s

 ,C s
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   2.1.5مبرهنة 34: من أجل المتتالية ، كن لت ns، سالبة الغير كن لدينا المتتالية لت
 حيث؛  وكل الأعداد ال حيحة من أجل العدد ال حي  ه حيث إن  ب 

   1 2,5m

n nm
n M    

إذا كانت ،باعتدال متذبذبة حيث  ns  قابمة لمجمع وفق ,A C  ن  ف إلس  ns 

 امتقاربة إلس

 1.1.5تمهيدية 7: ف ن   إذا كانت: 

 

  :الإثبات 

 التمهيدية إذا  من ،من أجل   لدينا 20.1.1من التمهيدية
 أن  بما ، من أجل  نح ل عمس 18.1.1

،   من أجل لدينا ، من أجل 
  :لدينا  19.1.1التمهيدية ومن

 

 امن أجل 

  :أن  بما 

   0 3,5j

nn A    

 لدينا: 21.1.1من التمهيدية من أجل 

 

من   3,5 ، أو كافم والتي تد لدينا 

1  

 nM2m 1n 

1

n
k

k

M

k

 
 
 
s

s

 ns s A 

     1 1

1
0m

nm
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        1 1
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
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  2.1.5هيديةتم  6: ا  ف ن    إذا كانت 

  :اتالإثب

 :لدينا

  :أن  بما ، 

 

من المعادلة الأخيرة و ، لدينا  ا21.1.1التمهيدية وفق
 : نح ل عمس 19.1.1من المبرهنة ،
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 :أن  بما 

 

 ا :لدينا ا21.1.1التمهيدية وفق
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  :نجد 19.1.1من التمهيدية

 بتعويض   6,5 ,    :يكون لدينا، في المعادلة الأخيرة 7,5

 :، نح ل عمسالسابقة نفس الخطواتإذا تابعنا ب

   2 1 8,5nn o   

من     4,5 ,  :نح ل عمس ،19.1.1المبرهنةو  8,5

   2 1 9,5n o   

 انح ل عمس  ،19.1.1من التمهيدية

بتعويض    8,5 ,   يكون لدينا  ،في المعادلة الأخيرة9,5

و   أن  بما  1 1 1n nn s o      من خلال   نح ل عمس
 الدينا 

 : 1.1.5 ثبات المبرهنة

 :ا لدينامتذبذبة باعتدال  أن  بما  ، إذا  لدينا ،كن لت

     1 1 10,5nn s O  

باستخدام و  10,5 الشر   يمكننا كتابة 1,5 :كما ي تي 
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 ا  :أن  ومنه ينت   

باستخدام  10,5  في المتراجحة الأخيرة ينت: 
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  :لدينايكون   1.1.5التمهيديةو  ، ا من الفرضيةثابت موجر من أجل 
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من  11,5  س، نح ل عم 21.1.1من خلال المبرهنةوالمساواة الأخيرة و: 
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 :والتي تكافم العلاقة

 

 وبهذا يكتمل ا ثباتا  لدينا  1.1.5من التمهيدية 

 :2.1.5  ثبات المبرهنة

 :لدينا  ،متذبذبة باعتدال  أن  ا بما ، لديناإذا   كن لت 

     1 1 12,5nn s O  

الشر   كتابةمكن ا يد ةمن العلاقة الأخير  2,5لشكلبا: 

 

 :أن  تنت  من المتراجحة الأخيرة 

 

باستخدام  12,5 في المتراجحة الأخيرة لدينا: 
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 : 1.1.5من التمهيدية لدينا ،ا وفقا  لمفرضيةبالنسبة لمثابت الموجر
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        1 1
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العلاقة  بعين الاعتبارلو أخذنا  13,5 أن  نجد: 

 

 :عندئذ  
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 ا وكذلد 

من المتراجحة الأخيرة و  14,5  21.1.1من المبرهنةو، :  نجد أن 

   :كافموالتي تد  

   

   

1

1

1

0 ,1

1

m

nm

m

nm

n C

or

n o









 







 

 

 

 ،20.1.1من التمهيدية عندئذ  نح ل عمس  دينا ل ، 1.1.5من التمهيدية 
 ا لدينا 

 :نح ل عمس18.1.1من التمهيدية ،إذا  

 

 :لدينا، من أجل  بما أن  
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 :لدينا ،21.1.1التمهيدية، من من أجل 

 

من   16,5 ، كافم إحدى العلاقتينوالتي تد  ،لدينا: 
 

or                        
 

من    13,5نح ل عمس، 21.1.1والنهاية الأخيرة ومن المبرهنة: 

 

 :كافئة  حدى العبارتينالمد 
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:بما    أن 

 

 :لدينا 21.1.1من التمهيدية
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من    18,5 ,  :نح ل عمس، 19.1.1ومن المبرهنة 17,5
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 :نح ل عمس، 19.1.1من التمهيدية
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 بتعويض    19,5 , في 17,5 20,5،  لدينا يكون: 
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:   بما أن 
 
 

 الدينا  ،21.1.1التمهيدية وفق

من  21,5 لدينا ،19.1.1والنهاية الأخيرة و المبرهنة:  
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   :نح ل عمس، 21.1.1من التمهيدية

بتعويض   22,5 ,  :لدينا ،في المساواة الأخيرة 21,5

 

 انح ل عمس ، الطريقةبالاستمرار في هذة 

نت  من ي 15,5ا  أن  ، 19.1.1والمساواة الأخيرة في المبرهنة 

 بتعويض  ،نح ل عمس ، 19.1.1من التمهيدية

نح ل ، و   ، بما أن  لدينا  يكون  ،في المساواة الأخيرة
 اوبهذا يكتمل ا ثبات ،لدينا  يكون  من ا   :عمس

 :سيزارو و آبل المعممة قابمية الجمع وفقالعلاقة بين طريقتي 2.5.

 1.2.5 تمهيدية 19 : إذا كانت الم فوفة ,A x y هي م فوفة من ال فR 
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aالمتسمسمة المضاعفة  ا   
, 0

, ,ik ik

i k

F x y s a x y




 قا  عمس المجموعة متقاربة مطمEا 

bيوجد عدد طبيعي مثل اNه لكل حيث إن  بn N  ن لدينايكو: 
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 :المساواة الآتية تكون  حيحة ف ن  

 
, ,
lim , lim mn

x y m n
F x y s

 
 

  1.2.5مبرهنة 19: لتكن المتسمسمة المضاعفة  mna   طريقة قابمة لمجمع وفق  
 :ية محققةت، وكانت الشرو  الآ sالعدد إلس 

aالمتسمسمة المضاعفة ا  m n

mna x y   ا متقاربة عندما 
bتكون   ه لكلحيث إن  ب،  يوجد دليل مثل ا: 

 

 أيضا  

  23,5 

 اsالعدد عندئذ  المتسمسمة المعطاة قابمة لمجمع وفق طريقة آبل إلس
 :الاثبات

المتسمسمة المعطاة متقاربة مطمقا  عندما  ا أن  وبم  لنضع 

 :ف ن   

 

 :أن  وبفرض 
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 :وبالتالي يكون لدينا

 

 ا  م فوفة من ال ف  ومنه بسهولة تكون الم فوفة  
وحسر الشر   23,5 لدينامن أجل يكون : 

 

متسمسمة المفروضة محققة لذلد تكون ال 1.2.5 وبهذا الشكل تكون الشرو  الواردة في المبرهنة 
 اsالعدد قابمة لمجمع إلس

ملاحظة 19:   العدد قابمة لمجمع وفق طريقة سيزارو إلس ه إذا كانت المتسمسمة البسيطةنعمم أنs 
ولكن هذا الكلام قد يكون غير  حي  بالنسبة  ،أيضا   sالعدد طريقة آبل إلس فهي قابمة لمجمع وفق
من الممكن أن يكون  حي  وذلد ب ضافة شرو  معينة عندها من قابمية ف، لممتسمسلات المضاعفة

 امع لتمد المتسمسمة وفق طريقة آبلجمع المتسمسمة المضاعفة وفق طريقة سيزارو ينت  قابمية الج
مية الآتية التي تحدد العلاقة بين قاب النتيجةفنح ل عمس  رة خا ة إذا كانت وب و 

 ا الجمع وفق طريقة سيزارو وآبل
 نتيجة 19: قابمة لمجمع من العدد   لتكن المتسمسمة المضاعفةs  وفق طريقة سيزارو

، إذا متقاربة عندما   حدها العام التي ومتسمسمة القوى المضاعفة
 :الآتية تحققت الشرو 

iا  

iiا  

 ا وفق طريقة آبل sالعدد لمتسمسمة المفروضة قابمة لمجمع إلسعندئذ  تكون ا
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 الملخص

 

 : فصول   على خمسة   رسالةاله حتوي هذت

الأساسٌة التً نحتاج إلٌها فً فً هذا الفصل بعض المفاهٌم والتعارٌف  عرضنا : الفصل الأول

مان وجس رٌف طرائك لابلٌة الجمع  كطرائك سٌزارو واتعبعرض منا ل   حيث؛  البحثهذا 

كما سٌزارو ،  -آبل سٌزارو وآبل و -نٌورلند ونٌورلند  بورٌل و هولدر و سٌزارو و -وجسمانو

  Tالصفسلسلة ومتمثل التكرٌر الفجوي ومتتالٌة  الجدٌدة بعض المفاهٌم الهامة عرضنا

 و تمَّ ذكر، oو  Oالرمزٌن  ًٌفوتعر   Rوالمصفوفات من الصف   H الصفوالمجموعة من 

 ما.دي وغٌرههنات الهامة مثل مبرهنتً آبل وهاربعض المبر

لابلٌة جمع المتسلسلات البسٌطة والمضاعفة دراسة ل هذا الفصلفً  تم  التطرق:  الفصل الثاني

 وفورٌٌه وفك طرٌمة سٌزارو،  -والشحٌث درسنا لابلٌة جمع متسلسلة  ،وفك طرٌمة سٌزارو

طريقة سيزارو، فق و  ةمرافقالمتسمسمة الفورييه و لمتسمسمة مشتقة المتسمسمة القابمية جمع درسنا أٌضاً 
لابلٌة  و، درسنا لابلٌة الجمع المحدودة لمتسلسلات فورٌٌه المضاعفة وفك طرٌمة سٌزاروكما 

 .وفك طرٌمة سٌزارومجموعات ال فً المضاعفة لمتتالٌاتاجمع 

لابلٌة جمع التكاملات المعتلة المتباعدة وفك طرٌمة  فً هذا الفصل تمت دراسة: الفصل الثالث

 سٌزارو وهولدر الدالٌة . جمعلابلٌة  سنادر ، وسٌزارو 

جمع وشروط ضمان لابلٌة ن وتطبٌماتها اتوبرٌ نظريةفً هذا الفصل  درسنا : الفصل الرابع

حول ن اتوبرٌ نظرياتأخٌراً درسنا  و ،التكاملات وفك طرٌمة سٌزارو ولابلٌة الجمع الموزون 

 بورٌل وهولدر . طرٌمتًجداء 

بعض عرض  وتمَّ  ،العلالة بٌن طرٌمتً سٌزارو و آبلتحدٌد  لجة مسألةت معا: تمَّ  الفصل الخامس

العلالة بٌن  درسنا تً سٌزارو وآبل معاً، ومن ثم  المبرهنات حول طرائك لابلٌة الجمع وفك طرٌم

 طرٌمتً سٌزارو وآبل المعممة .
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Abstract 

 

This dissertation  contains five chapters: 

 

Chapter 1: In this chapter we  present  some of the basic concepts and 

definitions that we need in this paper,that We presented definitions of the 

methods of Summability such as the methods of Cesàro, Wijsman, 

Wijsman- Cesàro , Hölder , Borel, Nörlund, Nörlund- Cesaro, Abel , Abel - 

Cesàro, and we also presented some important new concepts such as 

lacunary  refinement, Sequence and series of class T, set of class H, 

matrices of class    , two definitions of symbols  O and  o ,we presented 

some important theorems such as Abel  and Hardy theorems and others. 

Chapter 2: In this chapter ,we focus on the study of Cesàro simple and  

double  series summability, where we studied Cesàro summability of 

Walsh-Fourier series and  we also studied Cesàro summability of 

successively differentiated series of a Fourier series and its conjugate 

series, and so we studied the restricted Cesàro summability of double 

Fourier series. Finally, we studied Cesàro summability of double sequences 

of sets. 

Chapter 3: In this chapter, we studied Cesàro summability of improper 

divergent integrals ,and we studied Cesàro and functional Hölder 

summability. 

Chapter 4: In this chapter ,we studied the Tauberian theorem and its 

applications and the conditions that ensure the Cesàro summability of  

integrals and weighted summability Method. Finally ,we studied Tauberian 

theorems for the product of Borel and Hölder  summability methods. 

Chapter 5: In this chapter, we have been studied the relationship between 

the Cesàro and Abel   two methods was determined. Some theorems were 

presented about the Cesàro and Abel methods together, and then, we 

studied the relationship between the Cesàro and  generalized Abel two 

methods. 
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 توصيات ومقترحات:
 

 وفق طريقة آبل وسيزارو ا المكررة اسة قابمية جمع المتسمسلاتدر   1
ردة الحقيقية أو العقدية وفق طّ المعاملات المفورييه ذات  تتسمسلادراسة قابمية جمع م  2

 طريقة سيزارو ا
وسيزارو في آن  هولدروفق طريقة مدمجة لطريقتي  المكررةدراسة قابمية جمع المتسمسلات   3

 واحدا
 قابمية جمع المتسمسلات بشكل منتظم وفق طريقة سيزاروادراسة   4
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 العلوي ة الوصطلحاتدليل 

 إنكليزي _ي عرب

A 

 Absolutely convergent متقارب مطهقا  

 Almost Everywhere تقزيثا  في كم مكان

 Arbitrary اختياري

B 

 Bounded محدود

C 

 Class صف

 Completely Increasing متزايد تماما  

 Complex عقدَّ

 Conjugate مرافق

 Consequence نتيجة

 Constant ثابت

 Converge يتقارب

 Convergent متقارر

D 
 Decreasing متناقص

 Derivation اشتقاق
 Divergent متثاعد
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 Double مضاعف
 Double Sequence متتانيح مضاعفح

 Double Series متسهسهح مضاعفح

E 

 Estimation تقدير )حسار 
 Even سوجي

F 

 Formula صيغح

 Function دانح

G 

 Generalized معمم

 Generalized Symmetric ناظز معمممشتق مت

Derivative 

H 

I 

 Identity متطاتقح

 Improper Integral تكامم معتم

 Increasing متزايد

 Inequality متراجحة

 Integer عدد صحيح

 Integrable قابل لممكاممة

 Integral تكامل

 Integration By Parts تكامل بالتجزئة
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 Interval فترة )مجال 

J 

K 
 Kernel نىاج

L 

 Lacuna فجىج

 Lacunary refinement تكزيز فجىي

 Lacunary sequence متتانيح فجىيح

 Lemma تمهيديح

 Limit نهايح

 Linear خطي  

M 

 Matrix method طريقة م فوفية

 Measurable قاتهح نهقياص)مقيسح(

 Method طريقة
 Moderately oscillatin متذتذب تإعتدال

N 

 Number Fixed عدد مثبت

 Nondecreasing غير متناقص
 Nonnegative غيز سانة

 Null  فرَّ 
 Number عدد

O 
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 Odd فزدي

 Operator مؤثز

 Order مرتبة
P 

 Partial sum مجموع جزئي

 Period دور

 Periodic دورَّ 

يّا   مستمرة ق ط ع   Piecewise continuous 

 Positive مىجة

 Proof إثبات

 Property خا ة_جمعها خ ائص

Q 
R 

 Range مجال

 Real حقيقي

 Regular نظامي

 Regularity نظامية_انتظام

S 
 Sequence متتالية

 Series متسمسمة
 Set مجمىعح

 Slow oscillating متذتذب تثظء

 Space فضاء

 Standard قياسي_معياري
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 Subset مجمىعح جشئيح

 Sum مجمىع

جمع_جموعيةقابمية   Summability 

 Summable قابل لمجمع_جموعة

T 
 Tauberian condition شزط تىتزيان

 Tauberian theorem تىتزيان نظزيح

 Theory نظرية
 Theorem مبرهنة
 Transform تحويل

U 
 Unbounded غيز محدود

V 

 Value قيمح

W 

 Walsh-Fourier series فىرييه -متسهسهح  وانش

ون موز   Weighted 
X 
Y 
Z 
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