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( أول مرررن أسرررس لأبسرررط النمررراذج الرياضرررية [1])انظرررر Hookeيعتبرررر الباحررر    

(Hooke Modelفري الأوسراط المسرتمرةل ذلرك ) فيي ملليع النيرن الثيامن  شير .

التأسريس لنمروذج رياضري أعرم ضرمن (  [2])انظرر 1887عامVoigtaبعدها حاول

ت كانرر 1909(. وفرري عررامMicropolar Elasticityالمرونررة دقيقررة اطسررتقطا )

( النظريرررة العامرررة فررري  [3])انظررررCosseratالمفاجئرررة عنررردما وضررر  الأ ررروان 

. Cosseratالأوساط المستمرة والتي دعيت فيما بعد بالأوساط المسرتمرة مرن نروع 

أ ررررذت هررررذة النظريررررة بعررررين اطعتبررررار وجررررود البصررررريات والتحريررررك الكهربررررائي 

(Electrodynamics( ل والتحريرررررررررررك الحررررررررررررار)Thermodynamics ل)

همرل أ  (. لكن عمل هذين الأ روين Magnetodynamicsالتحريك المغناطيسي )و

ولم ينظر له حتى  مسينيات القرن الماضي. وبعد عقد من الزمنل وم  بداية البحر  

هذا العملل وأ ذ بعين اطعتبارل حي  أصبح نقطرة م ي   ق  في مجال الأوساط المستمرةل 

البدايرة لقيرام نظريررات أ ررق مفررتقة فري مجررال الأوسراط المسررتمرةد أ  نقطرة البدايررة 

 لدراسة نماذج رياضية لأوساط مستمرة معينة. من هؤطء الباحثين: 

1(   E.Aero  ([4])  وE.W.Kuvshinski ([5] ل اللرررذان وضرررعا النمررروذج )

ل وا تصررارا   Kuvshinski-Aeroعرري  فيمررا بعررد بنمرروذج  ذ  د  الرياضرريل والرر

  (.A - K)بنموذج 

2(   Eringen ([6] و )Nowacki ([10] ل اللررذان وضررعا النمرروذج الرياضرريل )

    ل وا تصررارا  بنمرروذج Nowacki-Eringenعرري  فيمررا بعررد بنمرروذج   والررذ  د  

(E - N.)   

3(  W.T.Koiter ([8] و )R.D.Mindlin ([9]  ل اللرررررررذان وضرررررررعا نموذجررررررررا)

عرري فيمررا بعررد بنمرروذج  رياضرريا  لوسررط مرراد  مسررتمر مررن النرروع المرررنل والررذ  د  

Mindlin-Koiter  ل وا تصارا  بنموذج(K - M.) 
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4(  Nowacki  ([11])  وDyszlewicz ([12]) اللرررررذان وضرررررعا النمررررروذج  ل

         الرياضرررررررري للجسررررررررم الهيبرررررررروتيل والررررررررذ  سررررررررندعوة  فيمررررررررا بعررررررررد بنمرررررررروذج

Dyszlewicz-Nowacki  ل الهيبوتي وا تصارا  بنموذج(N - D.)   

أمررا أبسررط النمرراذج فرري الأوسرراط المسررتمرةل فهررو نمرروذج هرروك والررذ  يرمررز لرره   )5

ل أمرا مرن  Hookeل حي  أول من أرسرى أو أسرس لهرذا النمروذج  (H)ا تصارا  بـ 

 Drobot( و [10]) Nowackiأعطررى لهررذا النمرروذج فرركله الحررالي هررو كررل  مررن 

([7]  .) 

نيروتنل أو ل فهرو نمروذج )إمرا السروائل أو الغرازات(الموائر  أما أبسط النماذج فري  )6

ل حير  أول مرن أرسرى أو أسرس  (N)والذ  يرمرز لره ا تصرارا  برـ  المائ  النيوتوني

 فهمرررال أمرررا مرررن أعطرررى لهرررذا النمررروذج فررركله الحرررالي  Newtonلهرررذا النمررروذج 

Eringen ([7] و )Heinbockle ([6].) 

 

نرردعو بررالتعريم مجموعررة المعررادطت النمييوذا الرياضييي لوسييل ميياد  مسييتمر:     

والعلاقاتل الأساسيةل التفاضلية والجبريرةل مر  الفرروط الحديرة والفرروط اطبتدائيرة 

المناسبةل والتي جميعها تحكم وسطا  ماديا  مستمرا ل نردعوها برالنموذج الرياضري لهرذا 

 الوسط الماد  المستمر.

إجررراء هرردم البحرر  إجررراء دراسررة موسررعة ومفصررلة حررول دف البحييث: ىليي  يهيي   

        (H( و )N - D)و  (K - M)و  ( E - N)و  (A - K)النمرراذج الرياضررية 

مرر  مناقفررة جميرر  الطرررس المدروسررة لحررل معررادطت هررذة النمرراذجل ودراسررة ، (Nو )

 الحاطت الحدية بين هذة النظريات.
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 رياضية مندمة الفصل الأول:

 التالية: مهمةالطبولوجية ال ريفاتلزمنا في هذة المقدمة بعض التع

)تعريم المجموعة المترابطة في الفضاء المترر  اققليرد  المرألوم   -1 , )
n

dR 

 مجموعة جزئية غير  الية في الفضاء المتر  Aلتكن  المسافة اققليدية(: d)حي :

)اققليررد  المررألوم , )
n

dR نقررول إن.A  مجموعررة مترابطررة فرري الفضرراء المتررر 

)اققليد  المألوم , )
n

dR  نقطترين مرن نقراط  ةبين أي  أمَكن الوصل إذا وفقط إذاA 

 . Aق  بأكمله في ي ط منحني أو منكسر ب

)اققليررد  المررألوم تعريررم المنطقررة فرري الفضرراء المتررر  -2 , )
n

dR:  نقررول عررن

)من الفضاء المتر  اققليرد  المرألوم Aالمجموعة الجزئية  , )
n

dR  أنهرا منطقرة

)    في , )
n

dR إذا وفقط إذا كانت مفتوحة ومترابطة في    ( , )
n

dR  .بآن  واحد 

)اققليد  المألوم الترابط في الفضاء المتر  بسيطةالمنطقة  تعريم -3 , )
n

dR: 

مرن الفضراء المترر  اققليرد  المرألوم  Aنقول عن المجموعة الجزئية غير ال اليرة 

( , )n dفرري تفرركل منطقررة بسرريطة الترررابط ل أنهررا( , )
n

dR   إذا وفقررط إذا تحقرر

 الفرطان التاليان:

)منطقة في الفضاء المتر  اققليد  المألوم Aأ ( أن تكون  , )
n

dRل 

)في الفضاء المتر  A) جبهية AFr)( ( أن تكون  , )
n

dR مجموعة مترابطرة )

)في , )
n

dR. 

 :1مثال

),(فرنن الكررة المفتوحرة  3Rقليد  تر  اقمن أجل الفضاء الم  raB  تفركل منطقرة

   بسيطة الترابط في الفضاء المتر  اققليد 

3R . 
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)اققليرد  المرألوم المتر  الفضاء المنطقة ثنائية الترابط في تعريم - 4 , )
n

dR: 

مرن الفضراء المترر  اققليرد  المرألوم  Aنقول عن المجموعة الجزئية غير ال اليرة 

( , )n d أنهرررا تفررركل منطقرررة ثنائيرررة التررررابط فررري( , )
n

dRإذا وفقرررط إذا تحقررر  ل

 الفرطان التاليان:

)اققليد  المألوم منطقة في الفضاء المتر  Aأ ( أن تكون  , )
n

dR ل 

)منفصلتين ومترابطتين في نهي اجتماع مجموعتي   AFr)(أن تكون  ( , )
n

dR. 

 

 : 2مثال 

إذا كان 
210 rr  2 فنن المجموعة 1( , ) ( , ): \A B a r B a r     

 المتر  منطقة ثنائية الترابط في الفضاء تفكل   

 . المراف ( ) انظر الفكل 3Rاققليد   

 في    من الترابط    kالمنطقة ذات المرتبة تعريم -5

)اققليد  المألوم الفضاء المتر  , )
n

dR: 

مرن الفضراء المترر  اققليرد  المرألوم  Aنقول عن المجموعة الجزئية غير ال اليرة 

( , )
n

dR تفررركل منطقرررة ذات المرتبرررة أنهررراk   مرررن التررررابط فررري الفضررراء المترررر

)اققليد  المألوم , )
n

dR:ل إذا وفقط إذا تحق  الفرطان التاليان 

) اققليد  المألوم منطقة في الفضاء المتر  A أن تكونأ (  , )
n

dRل 

مثنرى من المجموعات المنفصلة مثنرى  kلـ اجتماع  عبارة عن AFr)(أن تكون ( 

)الفضاء المتر  اققليد  المألوم فيوالمترابطة  , )
n

dR. 
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   ل مرن الصرم متغيرر حقيقري nالدالرة الحقيقيرة برـ  [تعريم   - 6

mC فري    A     حير A 

  :     ]nRفي الفضاء المتر  اققليد   جزئية مفتوحة  مجموعة

RAf لتكن ومعرفة على المجموعة المفتوحة  متغير حقيقي nدالة حقيقية بـ  :

A نقررول أن .f  مررن الصررمmC  فرريA  لررذلك  رمررزا   ونكترر)(Af mC ل إذا

 m وجميررر  مفرررتقاتها الجزئيرررة حترررى المرتبرررة Aمسرررتمرة فررري  f وفقرررط إذا كانرررت

    .Aموجودة ومستمرة في 

 مهمة في التحليل المتجهي : ريفاتتع  

 تدرج دالة سلمية: - 7

 مجموعررة مفتوحررة فرري الفضرراء اققليررد   A لررتكن
3R و RAf   حقيقيررة دالررة :

ل وقاعررررردة ربطهرررررا:      Aفررررري  1Cمتحررررروطت حقيقيرررررة ومرررررن الصرررررم تتبررررر  لرررررثلا 

)()( ,, MfxxxM  321
 ل عندئذ  نسمي الدالة المتجهية:  

                     3

321

R














A

x

f

x

f

x

f
fgrad :)(: ,, 

فرررررة بالفررررركل:  )(])(,)(,)([المعرَّ : M
x

f
M

x

f
M

x

f
Mfgrad

321














ل بتررررردرج       

 . ونلاحظ أن التدرج يقل  الدالة الحقيقية إلى دالة متجهية.fالدالة الحقيقية 

 تفرس ودوران دالة متجهية: – 8

ولررتكن لرردينا الرردوال الحقيقيررة  3R ي الفضرراء اققليررد فررمجموعررة مفتوحررة  A لررتكن

RAfffالررثلا :  :,, 321
ل الترري كررل  منهررا مررن الصررم  

1C  فرريA  وتملررك

  قواعد الربط:

)(,)(,)()( ,, MfMfMfxxxM 321321
 
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3ولنأ ررررذ الدالررررة المتجهيررررة: 
321

R Affff :,,: )(


فررررة بالفرررركل:    ل المعرَّ

])(,)(,)([)( MfMfMfMf 321


 :  ل عندئذ 

R:   أ( نسمي الدالرة الحقيقيرة













 A

x

f

x

f

x

f
fdiv ::

3

3

2

2

1

1


فرة بالفركل:      ل المعرَّ

)()()()( : M
x

f
M

x

f
M

x

f
Mfdiv

321
















fل بتفرس الدالة المتجهية  


. 

],),,([  ( إذا رمزنرررا برررـ  321 eeeO


للجملرررة اقحداثيرررة الديكارتيرررة فررري الفضررراء  

 ل فنننا نسمي الدالة المتجهية:3Rاققليد  

3

321

321

321

R

















A

fff

xxx

eee

fgradfrot ::




 

فة بالفكل:  )()(المعرَّ M

fff

xxx

eee

Mfrot

321

321

321



















fبدوران الدالة المتجهية ل


. 

حقيقيرررة )عكرررس    دالرررة  إلرررى   متجهيرررة    دالرررة    مرررن    ينقلنرررا    أن التفررررس     أيضرررا      ولرررنلاحظ   

الترردرج(لبينما الرردوران يحررافظ علررى المتجهيررة ل فهررو ينقررل الدالررة المتجهيررة إلررى دالررة 

 متجهية.

بعض خواص الـــ  


grad   وdiv   و

rot :                                                

f لتكن


دالتان حقيقيتان أيضا  من  gو   fل  و  1Cدالة متجهية من الصم  

                                                                                     ل عنذئذ  يكون: 1Cالصم

(1 )-                    fgradgggradfgfgrad








)(                          
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(2 )-                   fggradfdivgfgdiv





 )()(                       

(3 )-                fggradfrotgfgrot











)()(      

 مبرهنة غوص:

محاطررة  ولنفرررض أن ل3Rمنطقررة بسرريطة الترررابط فرري الفضرراء اققليررد  لررتكن

)(ولررتكن Sبالسررطح المغلرر  ,, 321
xxxM         نقطررة مررا مررنS  ولنرمررز بـررـn


لمتجرره  

رررره نحررررو  ررررارج  Mفرررري S علررررى السررررطح  واحرررردة النرررراظم  .لررررتكن أيضررررا  Sوالموجَّ

R:if (321 ,,i)  ربطهررررررررررررررا: قاعرررررررررررررردةدوال حقيقيررررررررررررررة  ثررررررررررررررلا

)()( ,, MfxxxM i 321
S    في 0Cوالصم في 1Cومن الصم ل ل 

 المتجهيرررة الدالرررة ولنأ رررذ

3
321

R :,,: )( ffff


 التكررراملين عندئرررذ  كرررل  مرررن ل 

التررراليين يكرررون موجرررود: الحجمررري


dMfdiv )(


dMfوالسرررطحي   
S

n )()( .


ل 

         وتتحقررر  العلاقرررة التاليرررة:


dMfdMfdiv
S

n  )()()( .


nfل حيررر  


هررري     .

.:Rالدالرة الحقيقيرة:  nf


فرة بالفركل الترالي:  nnالمعر   MfMf
 

.. )()()(   ل

nMfوحي  


Mf)(هو الجداء الدا لي للمتجهين  )(.


nو  


 . 

م طقىىس مندىى     تبقىىا مبربنة ىىس مبةىىحيقس حىى ل س انىىا بىى   ح ىى  ملاحظيية:

م طقس ث حئلس  إذم  ح  : . علا سبلل مبرثحل 3Rمبننميط في مبفضحء ملإقلل ي

1، واىى و ةح3Rمبنىىنميط فىىي 2S S S  1)الىى 2S S    ع  ئىىض نىىر ،)

  فس مبفننلحت بلربنة س مبةحيقس، تن قق علاقس غ ص مبنحبلس:

                   
1 2

( ) ) ( ) ( )( .
S S

div f M d f M dn


   
    

. 
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 :  مندمة في الهندسة التفاضلية 

iiالكتابرة  مثرال: . 1 , 2 , 3كافة الردطئل اللاتينيرة تأ رذ القريم:رتبة دليل : BA   تعنري

321أن العلاقة محققة من أجل:  ,,i. 

حرردودها أحررد  عبررارة جبريررةل لرردينا إذا كانررت :المكررررة الأدلررة اتفاقيررة الجمرر  علررى    

مرررتينل أو أحررد حرردودها جررداء مقرردارينل يظهررر فرري كررل  منهمررا  ا  مكرررر يحررو  دلرريلا  

الدليلد مرةَ في المقدار الأول ومررةَ أ ررق فري المقردار الثرانيل عندئرذ  اتفاقيرة الجمر  

 على الأدلة المكررة تعني إجراء عملية الجم  على هذا الدليل عند تحوله علرى قيمره:

3 , 2 , 1. 

332211 :مثال  AAAA ii                     332211   ل BABABABA ii     

  واص ناتجة عن اتفاقية الجم  على الدطئل المكررة:     

:  قد يحو  الحد الجبر  على أكثر من دليل مكرر واحد . في هذة ال اصة الأولى

 . نفسها النتيجةالحالة تطبي  اتفاقية الجم  ابتداء  من أ  من الدطئل يعطي 

      مثال:

332211332211 iiiiiijjjjjjjiji BABABABABABABA    

)()(: مثال  ثانية: الضر  تجميعي.ال اصة ال jjiijjii ssss CBACBA             

 : الضر  توزيعي على الجم .ثالثةال اصة ال

ss :مثال jijikjijijikjiji CABACBA  )(                                                

kikjji اصرة تصرفية دلترا كرونيكرا:  ال اصة الرابعة: AA   حير  الرمرز  ل kj  

يدل على دلتا كرونيكا:  









kj

kj
kj ,

,

0

1
. 
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 3 , 2 , 1  تبديلة زوجية للأعداد

 3 , 2 , 1  للأعداد فرديةتبديلة 

0

1

1

,

,                                                 ( , , )

,                                                  ( , , )
i j k

i j j k i k

i j k

i j k

e







    





iikjkjأثبررت أن  تمرررين: AA .  :نطبرر  اتفاقيررة الجمرر  بالنسرربة لررـ  الحررلk  مررثلا ل

 ومن ثم نست دم ال اصة السابقة فنحصل على: 

                      iijjjjjjkjkj AAAAAAAA  332211332211 . 

الأدلةنسمي ثلاثي  تفيفيتي : –تعريم مناو  ليفي   
kji

e م بالفكل: ل    المعرَّ

                      

 

 

 تفيفيتي.  –بمناو  ليفي 

0112321231123                   مثال: 111  eeee ,,, 

 :تفيفيتي –ليفي  مناو   واص

إذا بدلنا مابين دليلين في مناو  ليفي  : ال اصة التناظرية العكسية ال اصة الأولى:

تفيفيتي  –
kji

e  ل فنننا نحصل على مقدار يساو  المقدار الأصلي مسبوس بنفارة

                : )ـــــ(
kjiijkjkikij

eeee                                                 

إذا كانرررت ال اصرررة الثانيرررة:  
33kj

A  33مصرررفوفة أعرررداد حقيقيرررة مرررن السرررعة 

ومتناظرة  )
jkkj

AA  0( ل عندئذ  يكون
kjkji

Ae : 321) حي ,,i  .) 

 تفيفيتي: –نتيجة عن التعريم الساب  لمناو  ليفي       

)( لنضرررر  ,, 0011     و   )( ,, 00 12   و   )( ,, 13 00  ل وبفرررركل عررررامi 

فهررو يسرراو           iهرري الثلاثيررة الترري جميرر  عناصرررها معدومررة مررا عرردا العنصررر رقررم 

 . عندئذ  يكون: الواحد
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k

j

i

kji
e . 

 :تفيفيتي بدطلة دلتا كرونيكا( –) مناو  ليفي  نتيجة       

11:أن طحظنا ذاإ   1 2 13( )1 , ,   21 ل 2 2 2 3( )2 , ,   31ل 3 2 33( )3 , ,   

)(وبالتالي ,, 321 iiii    :  ل فيكون عندئذ              

                                                     

321

321

321

kkk

jjj

iii

kji
e







                                              

                                                                                      نتيجة )عن النتيجة السابقة(:       

إذا كانت 
33kj

A مصفوفة أعداد حقيقية ورمزنا لمعينها بــ A ل فيكون:                  

                                         
321 kjikji

AAAeA                                                                                                                                               

                                                                نتيجة )عن النتيجة قبل السابقة(:    

إذا كانت 
33kj

A  عندئذ   ل فيكونمصفوفة أعداد حقيقية:                                                

           
nkmjlinm

kkk

jjj

iii

AAAle

AAA

AAA

AAA



321

321

321

                                 

                                                                     (:تفيفيتي -التعريم الأساسي لمناو  ليفي  نتيجة )عن  

إذا كانت 
33kj

A  مصفوفة أعداد حقيقية ورمزنا لمعينها بــA ل فيكون:                  

                                     
kji

kkk

jjj

iii

eA

AAA

AAA

AAA



321

321

321
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                                                         نتيجة )عن النتيجتين السابقتين(:

6 بملاحظة أن
kjikji

ee :ل فينتج من الملاحظتين السابقتين أن                                 

                                                
nkmjlinmkji

AAAleeA
6

1
 

                                   تفيفيتي: –الجداءان ال ارجي والم تلط بلغة مناو  ليفي     

],),,([ لتكن 321 eeeO


ل و: 3Rجملة إحداثية ديكارتية في الفضاء اققليد   

ii eAA


      و jj eBB


  و kk
eCC


 ثلاثة متجهات من    

3R :ل عندئذ  يكون 

iأوط : j k j k i i j k i j k
A B A B A Be e e e   وإذا كتبنررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررا   ل 

:
i i

D D A Be   :فيكون
kjkjii BAD e   أوjikjik

BAD e. 

kjikjiثانيا :               
CBACBA e][ ,,


. 

حقيقية متحوطتلل تتب  حقيقية دالة fكانت إذا: ملاحظة
1

x و
2x  3وx أن وفرضنالf        

i سنصرطلح أنفل  1Cمن الصرم
i

f
x

f
,




2Cمرن الصرم fل بالترالي إذا كانرت   

ji  فسيصبح اطصطلاح :

ji

f
xx

f
,



2
.                                                                                                                                                                                                                                                                                          

كتابة الـ     


grad    وdiv     و

rot   :باستخدام اتفاقية الجمع الدليلي                                                                                 

وفقا  طتفاقية الجم  الدليلي:                                                                     

iiiهو:   fأوط  : تدرج الدالة الحقيقية 

i

ee f
x

f
fgrad


,: 







ل                                           

)(ثانيا  : تفرس الدالة المتجهية  ,, 321
ffff 


iiهو :            

i

i f
x

f
fdiv ,







ل                

)(ثالثا  : دوران الدالة المتجهية  ,, 321
ffff 


                                                               هو :         



14 

 

                

  

ijkkjii

j

k
kji

eeee f
x

f
fgradfrot


,

: 









 .                                    

                                              :  𝑛⃗مشتق دالة حنينية في اتجاه متجه واحدة 

RDfو  nRمجموعة مفتوحة في الفضاء اققليد  D لتكن دالة حقيقية من  :

ii في اطتجاة fل عندئذ  يعطى مفت  الدالة  Dفي  1Cالصم  enn


 :ل بالعلاقة 

                                                 
i

i

f f
grad f

x
n n

n

 
  

 
 

 هيلمهولتز: - مبرهنة ستوكس       

ل                 3Rمنطقرررررة بسررررريطة التررررررابط فررررري الفضررررراء اطقليرررررد  ثلاثررررري البعرررررد   لرررررتكن

3R:fو


 لعندئررذ توجررد دالترران: الأولررى حقيقيررة: دالررة متجهيررة مسررتمرة فرري    

R:Φ مرن الصررم 𝐶1  فرري 3ل والثانيررة متجهيررةR:Ψ


ل أيضررا  مررن  

ΨrotΦgradfوبحيررررر  يكرررررون:        فررررري  𝐶1الصرررررم 
 





  

)وبحيررررر  يكرررررون: 

0Ψdiv


                                                                                              .)

Φgradنسررمي


fبررالجزء الكمرروني لررـلدالة المتجهيررة   


Ψrotل كمررا نرردعو 
  

بررالجزء 

fللدالررة المتجهيررة  الرردوا ر


0وإذا كرران   . 





Ψrot
  

fل  فنقررول  إن الدالررة المتجهيررة 


 

0 كمونية ل أما  إذا  كان





Φgrad ل فنقول إن الدالة المتجهيةf


ارة.     دوَّ

 :هيلمهولتز السلمية باستخدام اتفاقية الجمع-صيغ ستوكس   

ii لنفرررررررررررررررررررررررض أن eff


   وii eΨΨ


.  :وجرررررررررررررررررررررردنا سررررررررررررررررررررررابقا  أن

iii

i

ee Φ
x

Φ
Φgrad


,: 







ijkkjiiو  

j

k
kji

eeee Ψ
x

Ψ
Ψrot


,








   .

 نجررد: ل ( المبرهنررة السررابقة هيلمهررولتز المتجهيررة ) –بررالتعويض فرري صرريغة سررتوكس 
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ijkkjiiii eee ΨΦf


)
,,(  وباقسرررقاط علرررى .ie


ل نحصرررل علرررى صررري   

 هيلمهولتز السلمية التالية: –ستوكس 

                                   
jkkjiii ΨΦf e

,,        : 0) حي
kk

Ψ
,

 )  

 تعريف مؤثر لابلاس السلمي:     

المرررررررررؤثر التفاضرررررررررلي السرررررررررلمينسرررررررررمي 


 graddiv:2المعررررررررررم بالفررررررررركل

2 : ( )f div grad f


    ( حيf .ل بمؤثر طبلاس السلمي)دالة حقيقية  

 

   :المتجهيتعريف مؤثر لابلاس    

نسمي المؤثر التفاضلي المتجهي : 






    

: rotrotdivgrad2

 ل المعرم بالفكل: 

)
  
(

  
)(: frotrotfdivgradf

 



2     ( حيررf


 طبررلاس بمررؤثر ل دالررة متجهيررة(  

 المتجهي.

],),,([إذا كانت  نتيجة:    321 eeeO


 جملة إحداثية ديكارتية في الفضاء اققليد  

3Rل  وii eff


2دالة متجهية  من الصمC:ل عندئذ   يكونii eff


)( 22 
 

  .

)(وسنكت  ا تصارا  لذلك:  ,, 2222 

. 

 :( النتيجة السابنة ) نتيجة  ن     

iiإذا كانررت  eff


  ل حيرر متجهيررةدالررةif 2مررن الصررم  دوال حقيقيررةC تتبرر  و

لمتحررررررررررررروطت الموضررررررررررررر 
1

x      و 
2x 3 وx   وللرررررررررررررزمنt ورمزنرررررررررررررا برررررررررررررـ ل 

22
tbaL

ba



22 :ـررر بـرررـ و   ),(

tbaL
ba


زوج  bو a حيررر    ل ),(
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و   مرررررررررررن الأعرررررررررررداد الحقيقيرررررررررررة
t

t



           و 

2

2
2

t
t




:لعندئرررررررررررذ  يكرررررررررررون  

iibaba
efLfL


][
),(),(

وسنكت  ا تصارا  لذلك:  ل  
 

                                         
     

                         
][

),(),(),(),(
,,

babababa
LLLL 


 

                                                      لابلاس المتجهي والسلمي: خواص موثرا    

                              إن موثرا طبلاس المتجهي والسلمي يحققان  ال وص التالية:

 )1 ) - 





gradgrad 22


:أ  أن تطبيررر  التررردرج علرررى طبلاسررريان السرررلمي  

    تغيير موضعه.متجهي بعد إلى  يحوله

)2) - divdiv 22 


       تطبيرر  التفرررس علررى طبلاسرريان المتجهرري  يحولرره    : أ  أن 

 إلى سلمي بعد تغيير موضعه.

)3) - 



   

rotrot 22


:أ  أن الررردوران يحرررافظ علرررى طبلاسررريان المتجهررري بعرررد 

 تغيير موضعه.

                                                                                                                                                             :نتائج     

)1) -                        





gradLLgrad
baba ),(),(


                         

)2) -                           divLLdiv
baba ),(),(




                        

)3) -                          



   

),(),(
rotLLrot

baba


                             

)4) -                
),(),(),(),(
11222211

babababa
LLLL                         

)5) -               
),(),(),(),(
11222211

babababa
LLLL


     
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الثيياني: نميياذا رياضييية فييي ميكانيييل الأوسييال المسييتمرة ميين  الفصييل

 النوع المرن

 (H) المرن Hookeلجسم  Lameالنموذا التنليد  ونموذا  . 1

 :الكميات التحريكية لهذا الجسم بالشكل اللاغرانجي

1لررتكن 2 3ox x x قاعرردتها لعطاليررةلجملررة مقارنررة ديكارتية 1 2 3, ,e e e .لرريكن و

 محاطرا  بالسرطح المغلر ول تفوهاته صرغيرةسما  مرنا  مهمل البنية الجزيئيةل وج 

 كنلررتو 1 2 3, ,x x xx  نقطررة مررن   بولنرمررز  0n x  لمتجرره واحرردة

 .الموجه نحو  ارجول منه xفي النقطة المادية ح ناظم السط

0tفرري اللحظررة   ( لحظررة التفرروة )ط مرراد  كررون أن الجسررم هررو بالأسرراس وسررو

يؤول إلى الحجرم الأولرر  فنن الحجم اللاغرانجي ل مستمرلمهمل البنية الجزيئية

' و نقررراط  ترررؤول إلرررى نقررراط السرررطح
'برررـ المحررريط

' فرررنذا كانرررت ل

 1 2 3, ,x x xx   نقطررة ماديررة طغرانجيررة مررن (مررن) ل فننهررا تصرربح فرري

0tاللحظررة   ل النقطررة الماديررة الأولريررة 1 2 3, ,   مررن
' (مررن

') .

 ـرررـب  عندئرررذلنرمز ,n n t  لمتجررره واحررردة نررراظم السرررطح 
' فررري النقطرررة 

 1 2 3, ,   0ل منررهل واللحظررةt الموجرره نحررو  ررارجل و
' . عندئررذ

 :ينتج عن العلاقات التالية

        1,2,3i     ;      1 2 3, , ,i i ix t x x x             

 : ما يلي 
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 الكثافة الحجميةالفكل اللاغرانجي لدالة  -1 ,t  هو : 

:حي )          '

1 2 3, ,    )       , ,x t t  
 

                                 

 الفكل اللاغرانجي لمتجه اقزاحة -2 ,u t
 :هو 

     , , ,i i i i iu x t u x t e x t x e     

الفكل اللاغرانجي للقوة الحجمية -3 ,F x t هو:  

 
            , , , ,i i i iF x t F t F x t e F t e    

الفكل اللاغرانجي لقوة الكتلة -4 ,F x t هو:  

 
          , , , ,i i i iF x t F t F x t e F t e   

   
 

الفكل اللاغرانجي لقوة اقجهاد -5
   ,
n

P t :هو  

               , , , . , .
n n n n

i i i iP x t P t P x t e P t e    

 :الفكل اللاغرانجي لمصفوفة اطنفعاطت -6

                   , ,

1 1
, , , , ,

2 2

ji
ij i j j i

j i

uu
x t x t x t u x t u x t

x x


 
          

 

:حي            ,i i iu x t x  لمتجره إزاحرة  الديكارتيرةل اللاغرانجيرةل هري المركبرات

0tفرري اللحظررة  xالماديررة اللاغرانجيررة النقطررة  .إن المصررفوفةij لكما السررابقة

: متناظرة لأن  نلاحظل   , ,ij jix t x t . 

 

مرن الوصرم التقليرد   فيما يلريل مرن أجرل متطلبرات هرذة الرسرالةل سرنعرض كرل     

غيرر )المرنل غيرر المتجرانسل والمتجرانسل اقنيزوتروبري  هول لجسم لاميووصم 
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رر ل لأجررل كررل مررن (الموحررد  ررواص المرونررة)ل واقيزوتروبرري ( ررواص المرونررة دموح 

ولهذا الغرض سنعرض أوط  الحالة التحريكية  .الحالة التحريكيةل والحالة السكونية له

 .   المذكور هولالمرنة لجسم 

                                                        المرن: هوللجسم  الحالة التحريكية المرنة   

:لنرمررز بررـ    ] 0 [,T       و    : 0 [[ ,T    وبررـ:    ( حيرر:  

عندئذ توصم الحالة التحريكية المرنة لجسرم (.ل والتي سنفترض أنها ملساءحدود 

:المرن ل بواسطة مجموعة الحقول الفيزيائيرة هول , ,
~ ~

u  علرى لT  ل    

 و اقزاحرة ل   متجه   متجهيةل وتدعى     دالة     u      حي 
~
      تنسرورية وتسرمى بتنسرور  دالرة 

متنرراظرل و  تنسرروراطنفعررال وهررو 
~
 وهررو  اقجهرراد وتسررمى بتنسررور تنسرروريةل  دالررة 

 .  أيضا  تنسور متناظر

                                                        المرن في النظام اقحداثي الديكارتي: هوللجسم  الحالة التحريكية المرنة   

حرداثي الرديكارتيالمررن فري النظرام اق هيولتوصم الحالة التحريكيرة المرنرة لجسرم 

]),,(,[ 321 eeeO


:ل بواسطة مجموعرة الحقرول الفيزيائيرة  , ,
~ ~

u    التاليرةل

Tعلى  : 

.1)1(
 

                             )( ,, 321 uuuu 


                              
         

.2)1(                                  


















333231

232221

131211








~

                                                
                          

)3(1.                                          


















333231

232221

131211








~ 
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 .نمتناظرتي ~و  ~المركبات لـكل  من   مصفوفتيحي  أن 

 .النموذا التنليد  لجسم هول المرن أولاً:

جيييييانس لجسيييييم هيييييول  الميييييرن غيييييير المت التنلييييييد  النميييييوذا  الرياضيييييي(  1

 :حداثي الديكارتيوالأنيزوتروبي، في النظام الإ

يطلرر  إيجرراد مجموعررة الحقررول الفيزيائيررة  , ,
~ ~

u       فرريT  ل الترري هرري

 والترررري تحقرررر  معررررادطت الحقررررل والعلاقررررات (1.3) و  (1.2) ل (1.1)مررررن الفرررركل 

   الأساسية والفروط الحدية واطبتدائية التالية:

فيالمحققة الحركة   عادطتم      T : 
                 

      
                                             

)4.1(                      ,
, , ,

j i j i i
t t tX u  x x x x              

                                                                   

)(:حير  ,, 321 XXXX 


    فري         معلومرة متجهيرة       دالرةهري     

 T
     

     وتردل علرى    ل  

 القوة الحجمية للجسم ل  حقل  0 x نفسره تراب   وهرو) لكثافة الحجمية للجسرمتاب  ا

:  النقطرة تعنري المفرت  الجزئري بالنسربة للرزمن(. الكثافة الحجميرة لره فري لحظرة البردء

t
f




    و

2

2

t
f




 . اتفاقيرة الجمر  )وهنا ننوة إلى أننا اعتمدنا رموز أينفرتاين

3المكررة في على الأدلة 
R   .) 

 

 : Tالمحققة في تواف  اطنفعاطتلمعادطت          

)5.1(        , , , ,
, , , , 0

li j k k l i j i k j l j l i k
t t t t      x x x x  

في المحققة  العلاقات الهندسية          T   : 

)6.1(               , ,
, [ , ,

1
]

2i j i j j i
t t tu u  x x x
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  : Tالمحققة في المعادطت التأسيسية          

)7.1(             , ,
i li j j k k l

t C t x x x
          

حي :  
3 3 3 3i j k l

C
  

x المرنل وهي هولل مصفوفة المرونة لجسم 

 :  تحق  ال واص التناظرية التالية في

)8.1(
         

     i j k l j i k l k l i j
C C C x x x 

 : ( هي الحدودية الملساء لـ  )  Tالمحققة على الفروط الحدية    

)9.1(                      , ,
j i j i

t tn p x x x                                             

:حيررررررررررررررر  الررررررررررررررردوال 
i

p T  R ل مفروضرررررررررررررررةل كمرررررررررررررررا أن :

   0

i i
n nx x  هررررررري المركبرررررررات الديكارتيرررررررة لمتجررررررره واحررررررردة النررررررراظم

   0n nx x  للسرررطح    فررري النقطرررة الماديرررة اللاغرانجيرررةx   واللحظرررة

0t  ل والموجه نحو  ارج . 

والمحققة في   الفروط اطبتدائية    0  : 

)10.1(                   ii gu            و   ii fu                                        

 .   في  مفروضةدوال   igو    ifحي 

القرررن الماضرري أثبررت العديررد مررن واضررعي هررذا مررا بررين  مسررينيات وثمانينررات      

وحدانيررة الحررل لهررذا النمرروذج )مجموعررة الرردوال نوفاتسييكي الباحرر  النمرروذج ومررنهم

 , ,
~ ~

u     وحيررردة(ل )انظرررر  (1.10) - (1.1)ل المحققرررة للوصرررم التقليرررد

 (. 1970 نوفاتسكي
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وغييير موحييد خييواص الوصييف التنليييد  لجسييم هييول المييرن غييير المتجييانس  (2

 :للجسم، وفي التظام الاحداثي الديكارتي المرونة ضمن الحالة السكونية المرنة

يطلرر  إيجرراد مجموعررة الحقررول الفيزيائيررة  , ,
~ ~

u       فرري  ل الترري هرري مررن

الأساسررية  والعلاقرراتوالترري تحقرر  معررادطت الحقررل  (1.3) و  (1.2) ل (1.1)الفرركل 

   والفروط الحدية التالية:

 :المحققة في التوازنل معادطت         

)11.1(
                                

   ,
0

j i j i
X  x x

                                                               

)(:الدالرررة حيررر  ,, 321 XXXX 


    فررري         مفروضرررة     
     

القررروة   حقرررل    وتررردل علرررى     ل  

  الحجمية للجسم ل

 :المحققة في تواف  اطنفعاطتلمعادطت          

       , , , ,
0

li j k k l i j i k j l j l i k
      x x x x)12.1(      

 :   في المحققة  العلاقات الهندسية         

)13.1(               , ,
[

1
]

2i j i j j i
u u  x x x

  

 

  : المحققة في التأسيسية  تلعلاقاا         

)14.1(               
i li j j k k l

C x x x
        

 المحققة على الفروط الحدية      : 
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)15.1(                     j i j i
n p x x x                                             

:حي  الدوال 
i

p   R معطاة. 

 

المررن غيرر  هيوللجسرم  لامييوصرم ( 1. وصف لامي لجسم هول الميرن: ثانياً   

ل ضمن الحالة التحريكية للجسم المررنل وفري المتجانس وغير موحد  واص المرونة

   :النظام اطحداثي الديكارتي

يطلرر  إيجرراد مجموعررة الحقررول الفيزيائيررة  , ,
~ ~

u       فرريT  ل الترري هرري

 معررررادطت الحقررررل والعلاقرررراتوالترررري تحقرررر   (1.3) و  (1.2) ل (1.1)مررررن الفرررركل 

   الأساسية والفروط الحدية واطبتدائية التالية:

فيالمحققة  للحركةل طمي  عادطتم                                                   T : 

)16.1( 
            0, ,

,

1

2
, , , ,

                                                 0

i j k l k l l k i i
j

C u t u t X t u t

t


      
   

x x x x x x

x

  

العلاقات الهندسية المحققة في  T :   

)17.1(            
     , ,

1

2
, , ,

                      0

i j i j j it u t u t

t


     
   

x x x

x

   

ل والمحققة فيالعلاقات التي تعطينا اطجهادات بدطلة اقزاحات      T : 

)18.1( 
       , ,

1

2
, , ,

           0

i j i j k l k l l kt C u t u t

t


     
   

x x x x

x

 

 :Tالمحققة على الفروط الحدية    
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)19.1(
 

         , ,

1

2
, , ,i j k l k l l k j i

C u t u t tn p 
 

x x x x x                                             

:حي  الدوال 
i

p T  R ل مفروضة. 

  

والمحققة في   الفروط اطبتدائية   0  : 

)20.1(                     ii gu            و   ii fu                                        

 .   في  مفروضةدوال   igو    ifحي 

   .1)19( ضرمن الفرروط الحديرة .1)16( بحرل معرادطت طمري :آلية حل المسألة    

iنحصررررل علررررى حررررل وحيرررردل .1)20( والفررررروط اطبتدائيررررة
u  أنظررررر المرجرررر ل            

فنحصل علرى  ل.1)17( نعوض في العلاقات الهندسية( .  1965كوبرادسي) 
i j
 ل 

iوبتعررويض الحررل. الوحيررد
u ل الترري تعطينررا اطجهررادات بدطلررة .1)18(فرري العلاقررات

اقزاحاتل نحصل على 
i j

ل الوحيد . 

نرردعو مجموعررة التوابرر   :تعريررم          ,  , ,  , ,
ji j i i

t t u t x x xالمحققررة ل 

Tفي   بالحالة التحريكية المرنرة ندعوها ل )16.1( - )20.1( لوصم طمي ل 

 .غير المتجانس وغير موحد  واص المرونة المرن هول والمتعلقة بجسم للامي

 

Eringen - Nowacki (E نموذا الجسم المرن دقيق الاستنلاب:. 2  - N): 

في البداية سنجم  المعادطت والعلاقات الأساسية للجسم المرن دقي  اطسرتقطا  مرن 

والررذ  ي ضرر  ل الررذ  يتمترر  بسررت درجررات حريررة Eringen - Nowackiالنرروع 

إن الجسرررم المررررن دقيررر  اطسرررتقطا  متجرررانس ومتماثرررل المنررراحي  .لفرررروط معينرررة
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نفرررررض وجررررود جملررررة مقارنررررة عطاليررررة )ديكارتيرررره( قاعرررردتها .ومركررررز  التنرررراظر

1 2 3( , , )e e e كمرررا سنسرررت دم الجمررر  التنسرررور  )الرررديكارتي( علرررى رمررروز ل

Eienshtain .  سررررنرمز بالفاصررررلة الدليليررررة للمفررررت  الجزئرررري بالنسرررربة لمتحرررروطت

 وبالنقطة للمفت  الجزئي الزمني:ل الموض 

.

, : , :i

i

f f
f f

x t
 

,حي  الأدلة اللاتينية الصغيرة تأ ذ القيم :   , , 1, 2,3i j k                

,أما الأدلة اللاتينية الكبيرة تأ ذ القيم :   , , , 2,3K L M N   

,أما الأدلة اقغريقية فتأ ذ القيم :   , , 1, 2              

iالرمز j ke   يدل علرى منراوCivita -Levi  ل وi j  كرونيكررل -هرو رمرز دلترا

يمثل الفضاء اققليد  ثلاثي البعرد ل أ   3ستمثل مجموعة الأعداد الحقيقية ل  

1فضرراء النقرراط  2 3( , , )x x x x  ل  ذات حرردود 3هرري منطقررة فرري  ملسررراء

 ل وسنرمز للمجاطت الزمنية على النحو التالي : كما سنفرض أن جزئيا  .

      : 0, ; 0 , 0, ; 0T t R t T t R t         

T,يرمز للجداء الديكارتي للمجموعتين  Tالرمز   : 

( , ); ,T x t x t T     

Tيمكن تعريم المجموعات  نفسها الطريقةبو   وT  وT . 
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)0سنعتبر الجسم المرن دقي  اطستقطا   , , , , , , , , , , )TJ           ل

الموصوم من  لال مجموعة الوسطاء الموجودة ما بين قوسين ل والتي هي عبارة 

 ذات قيم حقيقية .وعن مقادير ترموديناميكية مرنة 

الحالررة البدئيررة دقيقررة اطسررتقطا  للجسررم المرررن دقيرر  اطسررتقطا .  تمثررل المنطقررة 

ت الترموديناميكيررة المرنررة للجسررم المرررن كافررة الحقررول الفيزيائيررة الترري تصررم الحرراط

دقيررررر  اطسرررررتقطا  هررررري عبرررررارة عرررررن دوال حقيقيرررررة تتبررررر  لمتحررررروطت الموضررررر  

1 2 3( , , )x x x x  والزمن ايضا  ل سنعبر عن كونf  معرفة علىT :بالرمز 

 :f T   

الرمز  nf C   يعني أنf 3 ـوجمي  مفرتقاتها بالنسربة لر 2 1, ,x x x  حترى المرتبرة

n  ل جميعهررا مسررتمرة فرري  ل سررنفرض أن كافررة الحقررول الفيزيائيررة الترري تصررم

 الجسم ملساء بالقدر الكافي.

تقسررم إلررى المجموعررات  Eringen – Nowackiإن المعررادطت الأساسررية لنمرروذج   

 :التالية

T_ معادطت الحركة في    : 

 0.1      , ,,ji j i i i j k j k ji j i iX u Y J          

حي   1,ji ji C T     3همرا مصرفوفتان مرن السرعة 3   ل وعلرى الترتير

ادات القروة )وهري مصرفوفة غيرر متنراظرة ( ل جهرتمثلان مصرفوفة مركبرات تنسرور إ

 ادات العزم )وهي أيضا  مصفوفة غير متناظرة (.جهومصفوفة مركبات تنسور إ

و  0,i iX Y C T   تمثلان على الترتي  المركبات الديكارتيرة للقروة الحجميرة

 وللعزوم الحجمية .
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كمررررا أن :  2,i iu C T    علررررى الترتيرررر  تمثررررل مركبررررات متجرررره اقزاحررررة

 ومركبات متجه الدوران.

على الترتي  تمثلان الكثافة الحجمية والعطالة الدورانية للجسم المرن  J,أ يرا  

 دقي  اطستقطا  ل

 

 :Tمعادطت التواف  في    

(0.2)                     ,

, ,

0 ,

0

l i h h i ,l k h i l k k l i h k

l i h h i l

     

 

   

 
 

حي  هنا :    1,ji ji C T     هما على الترتي  المركبات الديكارتية لتنسور

اطنفعاطت اللاتناظر  و تنسور اطنفعاطت الدقيقة اللاتناظر  ) تنسور اطنفعاطت 

 .الدورانية (   -اطنثنائية

ن المركبات إ
ji  وji : معرفة بالفكل التالي من  لال 

Tفي  الهندسيةالعلاقات  - : 

(0.3)                             
, ,,ji i j k j i k j i i ju       

 : Tالعلاقات التأسيسية في  -   

(0.4)                  
( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

ji ji ij T ij

ji ji ij kk ij

          

        

     

    
   

,حيرررر  هنررررا  , , , ,       : هرررري ثوابررررت المرونررررة دقيقررررة اطسررررتقطا  ل كمررررا أن

(2 3 )T T       ل حيT  .هو معامل التمدد الحرار  ال طي للجسم 

:0 :ان الدالة T T   : تصم الحقل الحرار  وهي تحق 

Tمعادلة التوصيل الحرار  المحققة في  -  : 
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(0.5)                                   , 0 ,

1
,ii j j

Q
u  

 
      

 :حي  

                20 0
0

0 0

, , , ( ),TTW
Q C T

c

 
  

 
      

Q  هي المصادر الحراريرة فري الجسرم ل:W  هري كميرة الحررارة المفركلة فري وحردة:

: حررارة الحالرة الطبيعيرة  0Tمعامل التوصيل الحررار  ل  0الحجم ووحدة الزمن ل 

 هي الحرارة النوعية أثناء تفوة ثابت للجسم. cللجسم ل 

مررن ثررم باسررت دام  (0.1)فرري معررادطت الحركررة  (0.4)بتعررويض العلاقررات التأسيسررية 

 نحصل على  (0.3)العلاقات الهندسية 

(0.6)      
, , , ,

, , ,

( ) ( ) 2 ,

( ) 4 ( ) 2 .

i j j j j i i j k k j i i T i

i j j i j j i i j k k j i i

u u X u

u Y J

         

         

       

       
 

ن الهررردم الأساسررري لنظريرررة المرونرررة دقيقرررة اطسرررتقطا  هرررو تعيرررين السرررلوك إ    

   :ترموديناميكي المرن ودقي  اطستقطا ال

)7(0.                           , , , , , , :i i j i j i j i j iu T          

)0للوسررط المرراد  المسررتمر المرررن دقيرر  اطسررتقطا  :  , , , , , , , , , , )TJ          

  بما يتواف  م :  Tفي

 ل (0.6) - (0.1)معادطت وعلاقات الحقل الأساسية  -

iX:) مررر  المعطيرررات : القررروة الحجميرررة  T    : ل والعرررزم الحجمررري

:iY T   : ل وم  المصادر الحرارية:Q T  ل ) 

الفروط الحدية : حي  تعطى فيها اقزاحات و الدورانات علرى جرزء السرطح  -

u  جهررادات العررزم علررى جررزء إجهررادات القرروة وإللجسررم ل كمررا تعطررى فيهررا
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uالسررطح     للجسررم ل وتعطررى فيهررا أيضررا الحرررارة علررى جررزء

للجسررررم ل كمررررا يعطرررى فيهررررا الترررردف  الحرررررار  علررررى الجررررزء  السرررطح 

q     . لسطح الجسم 

 

0tالفروط اطبتدائية : وتعطى فيها الحقول التاليرة فري لحظرة البردء  -   حقرل :

اطزاحررات ل حقررل الرردورانات ل الحقررل الحرررار  ل وحقررل سرررع اطزاحررات ل 

 وحقل سرع الدورانات.

 ن الصياغة السابقة تكافئ الصياغة التالية: إ

 :الحل النظامييطل  إيجاد 

(0.8)                       2 1, , ( ) ( )i iu C T C T        

ولمعادلرررة التوصررريل  (0.6) والحررررارة اطزاحرررات و الررردوراناتبلمعرررادطت الحركرررة 

 الفروط الحدية واطبتدائية التالية:  إليهكل ذلك مضافا   (0.5) الحرار 

 :Tالفروط الحدية على  -

(0.9)                 

, ,

, ,

,

,

j i j i j i j i

i i i i u

q

n p n m on T

u f g on T

on T

q on T
n





 



 



   

   

  


  



  

 حي  التواب  التالية معطاة:

                    
, : , , : ,

: : ,

i i i i u

q

p m T f g T

T and q T





     

     
 

وحي  الرمز 
n




::  nوف  متجه واحدة الناظم  يعني مفت    ( ).grad n

n








 . 

0الفروط اطبتدائية في  - : 
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 (0.10)         , , , , ,i i i i i i i iu h k l u           

 حي  التواب  التالية معطاة : 

                                     , , , , : .i i i ih k l       

علرررى  إن نظريررة المرونرررة دقيقرررة اطسررتقطا  تتميرررز بأنهرررا ظاهريررة طبيعيرررة ) قائمرررة

ماثرررل المنررراحي تالظرررواهر الطبيعرررة ( ل حيررر  الجسرررم المررررن دقيررر  اطسرررتقطا  والم

,0الوسطاء الترموديناميكيرة : بيوصم  , , , , , , , , TJ and            حردد مرن التري ت

,0بفرركل  رراص الوسررطاء و .لررى بعررض القيررودإ ررلال التجررار  وت ضرر   , , ,T J    

 يج  أن تتح  المتراجحات التالية:

 (0.11)               
0

> 0, > 0 , > 0, > 0T J


 


    

اعتمادا  على ترموديناميرك العمليرات غيرر العكوسرة ل وفري حالرة الجسرم المررن دقير  

اطسررتقطا  متماثررل المنرراحي والمتجررانس ومركررز  التنرراظر ل نحصررل علررى التمثيررل 

Fللجسم :  التالي لطاقة هيلمهولتر الحرة U ST   حير  لU  هري الطاقرة الدا ليرةل

هرري درجررة الحرررارة المطلقررة لكررل  Tهرري اطنتروبيررة لكررل واحرردة حجررم ل كمررا أن  Sو 

 واحدة حجم:

(0.12)        

0

2 2 2 2

( ) , ( ).
2 2

j i j i j i i j kk nn j i j i

j i i j kk nn T kk

F

G T T

      
       

  
        

  
   


     

       

)هنا و )G  .ترمز لكل الحدود التي تتب  فقط للحرارة 

)من عبارة الطاقة الحرة:  , , )j i j iF   ومن العلاقتين: ل 

(0.13)                        , ,j i ji

j i j i

F F
 

 

 
 
 
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وبالحقررل  جهررادات بحقلرري اطنفعرراطتان حقلرري اقتربطرر لتررانال (0.4)ن اتنررتج العلاقترر

الحرررار  ل إن الطاقررة الدا ليررة يجرر  أن تكررون مقرردار موجرر  أو معرردوم )فرري حالررة 

انعررردام اطنفعررراطت( ل وبمرررا أن عبرررارة الطاقرررة الدا ليرررة هررري فررركل تربيعررري بالنسررربة 

لمركبررات تنسررور  اطنفعرراطت فررنن اطصررغريات الرئيسررية للمصررفوقة المتعلقررة بهررذا 

 :ولنكترر  ا ن هررذة الطاقررة الدا ليررة بالفرركل الفرركل التربيعرري هرري مقررادير موجبررة ل

2U a x x   :  حي 

1 11 2 22 3 33 4 11

5 22 6 33 7 31 8 13 9 13 10 31 11 21

12 12 13 12 14 21 23 11 16 23 17 32 18 32

1,2,. . .,18, 1,2,. . .,18 , , , ,

, , , , , , ,

, , , , , , .

and x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

     

      

      

     

      

      

    

 بهذا الفكل نحصل على مصفوفة المعاملات التالية:

 (0.14)                    

 
 

 
 

 

18 18

0

0

I

II

a III

IV

V

 


 
 
 
      
 
 
 

   

 :حي  المصفوفات         
3 3 3 3 4 4 4 4 4 4

, , , ,I II III IV V
    

 تأ ذ الأفكال التالية: 

     

2 2

2 , 2 ,

2 2

I II

       

      

       

    
   

   
   
       

         

   

0 0 0 0

0 0 0 0
, .

0 0 0 0

0 0 0 0

III IV

       

       

       

       

      
   

   
    
      
   

      

   

 نحصل على متراجحات الطاقة التالية:   Sylvesterوبتطبي  مبرهنة 
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(0.15)               
0 , 0 , 0 , 0 ,

2 3 0 , 2 3 0 , 2 0 .

   

     

   

     
    

 

الانتحائي  نصفنموذا الجسم المرن دقيق الاستنلاب،الإيزوتروبي، . 3   

Aero-Kuvshinski  (A-K): 

سررنعتبر ا ن الجسررم المرررن دقيرر  اطسررتقطا ل نصررم اطنتحررائي. تمررت مناقفررة     

تررم نظريررة الجسررم المرررن دقيرر ل نصررم اطنتحررائيل مررن  ررلال عرردة مقرراطت علميررة. 

  [2]و  Kuvshinski [1]و  Aeroإعطاء أساسريات هرذة النظريرة مرن  رلال 

 Nowackiل وكرذلك بواسرطة )السركون المررن والتحريرك المررنفي إطار كرل  مرن  (

إضررافة  إلررى  .  )) (Thermoelasticity مررن  ررلال كتابرره: المرونررة الحراريررة( [177]

 Gawineckiول Lakes [13]وBenedict :ذلررك علينررا أن نررذكر أيضررا  مقرراطت

  )اطبررررررررررررررن( Nowackiل و)الأ ( Nowackiل و [144]و  Lenz [143]ل و[99]

. الجسرررم المررررن دقيررر  اطسرررتقطا ل نصرررم [168]و Nowacki [167]ل و[169]

اطنتحررائي هررو جسررم مرررن دقيرر  اطسررتقطا  إيزوتروبرريل الررذ  لأجلرره نت لررى عررن 

فرضية مركزية التناظرل الأمر الذ  يجعل صيغة الطاقة الحرة لأجرل الجسرم المررن 

نصم اطنتحائي أكثر تعقيدا  فيما لو كان الجسم دقي  اطسرتقطا  ومركرز  التنراظرل 

  ذ صيغة الطاقة الحرة لأجل الجسم المرن نصم اطنتحائي الفكل التالي:  حي  تأ

(3.1)        0 0

2

0

2 2 2 2

( ) ( )
2 2

j i j i j i i j n n j i j i

j i i j n n j i j i j i i j

n n

F

c

T






  

      
       

  
           

         

  
   


     

   
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ي لأجل الجسم المرن نصرم اطنتحرائيل إضرافة  إلرى المعراملات الماديرة السرت:لبالتا

, , , , ,     : 0ل تظهر أيضا  المعاملات الماديرة الرثلا,   و ل إضرافة  إلرى

,المعاملين:   ن بال واص الميكانيكية والحرارية للجسم.المتعلقي  

إن وسررطاء المرونررة الحراريررة ت ضرر  لقيررودل نحصررل عليهررا باتبرراع مررايلي. بتغييررر   

ي فيمايلي بعرض متراجحرات الطاقرة التري سرنحتاج الرموز في العلاقة السابقةل سنعط

لأجرل حالرة انعردام الحقرل الحررار   Fلها في نهاية المطام. تأ ذ الطاقة الحررة 

 
 الفكل التالي:

                                     2F a x x   

 

 هنا أن:حي  فرضنا 

1 11 2 11 3 22 4 22 5 33 6 33

7 13 8 31 9 13 10 31 11 12 12 12 13 21

14 21 15 23 16 23 17 32 18 32

( , 1,2, ,18) : , , , , , ,

, , , , , , ,

, , , , .

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x

       

      

    

      

      

    

ماعردا المصرفوفة  (2.14)عندئذ  مصرفوفة المعراملاتل الموافقرة تأ رذ الفركل          

 V  :ل وحيرر  تملررك المصررفوفات 6 6
I


و  4 4

II


و   4 4
III


و  4 4

IV


الفرركل  

 التالي:

            

2 2

2 2

2 2
,

2 2

2 2

2 2

I

       

       

       

       

       

       

  
 

 
 
  

  
  

  
 

  

    

                                 

 

0 0

0 0

0 0

0 0

,II

       

       

       

       

    
 

   
 
    
 

    
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 

0 0

0 0

0 0

0 0

,III

       

       

       

       

    
 

   
 
    
 

    

    

                                  

 

0 0

0 0

0 0

0 0

IV

       

       

       

       

    
 

   
 
    
 

    

    

,1ل لأجررل كررل:  Sylvesterا نل باسررت دام مبرهنررة    2, ,18i :0 ل لررديناi  ل

 نحصل بالتالي على المتراجحات التالية: 

(3.2)                      

2

2

2 2

0

2 2

0

2

0

2

0

0 , 0 , 0 , 0 , 2 0 ,

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 0 ,

( ) ( 2 ) 2 ( ) 0 ,

( ) 0 ,

( ) ( ) 0 ,

( ) ( ) ( ) 0 ,

( ) ( ) 0 .

     

     

         

      

   

     

      

     

    

       

   

  

    

   

       

ل تنتج العلاقات (2.13)وعن العلاقات  (3.1)ا نل تنتج عن الطاقة الحرة المتمثلة بالعلاقة 

Tالتأسيسية التالية المحققة في   : 

(3.3)                  

0 0

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

( ) ( )

( ) ( ) ( )

j i j i i j k k j i

j i i j kk j i

j i j i i j kk j i

j i i j k k j i

          

        

         

          

     

    

    

     

     

يتعلقان بكل  من حقل نلاحظ ا ن أن حقلي إجهادات القوة وإجهادات العزمل كلاهما 

انفعاطت القوةل وبحقل اطنفعاطت اطنثنائية الدورانيةل كما أن حقل إجهادات العزم 

ل تفقد (2.5) وفي هذة الحالة تفقد معادلة التوصيل الحرار  يتعل  بالحقل الحرار .
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k,نمطها التقليد ل فنضافة  إلى حد التوس  الحجمي:  k k ku  أيضا  الحد: ل يظهر

,k k k k  وتأ ذ بالتاليل معادلة التوصيل الحرار  لأجل الجسم اقيزوتروبي .

Tنصم اقنتحائي الفكل التالي في   :  

(3.4)                           , 0 , 0 ,

1
,

ˆ ˆ
i i j j j j

Q
u    

 
     

0حي  :             0 0

0 0

0 0 0

ˆ
ˆ, , , .

T TW
Q

c

  
  

  
    

ل يعطيران معرادطت الحركرة  حفاظ كمية الحركرة والعرزم الحركريل هنراإن مبدئي إن   

 لأجررل الجسررم المرررن نصررم اطنتحررائي اقيزوتروبرريل والترري هرري نفسررها المعررادطت

لحركة الجسم المرن دقي  اطستقطا  ومركز  التناظر. وبفركل مفرابه تبقرى  (2.1)

العلاقررات الهندسررية الترري تحرردد اطنفعرراطت واطنفعرراطت الدقيقررة هرري نفسررها العلاقررات 

التي تواف  الجسرم المررن دقير  اطسرتقطا  ومركرز  التنراظر. وكرذلك الأمرر  (2.3)

اطت الدقيقررة تبقررى هرري نفسررها العلاقررات بالنسرربة لعلاقررات توافرر  اطنفعرراطت واطنفعرر

الموافقررة للجسررم المرررن دقيرر  اطسررتقطا  ومركررز  التنرراظرل وكررذلك الأمررر  (2.2)

و  (2.9)بالنسرربة للفررروط الحديررة والفررروط اطبتدائيررةل فتبقررى هرري نفسررها الفررروط 

ل علررى الترتيرر ل والترري توافرر  الجسررم المرررن دقيرر  اطسررتقطا  ومركررز  (2.10)

 التناظر.

معب ر عنها باقزاحات والدورانات والحررارةل لأجرل  (2.1)إن معادطت الحركة      

الجسررم المرررن نصررم اطنتحررائي واقيزوتروبرري والمتجررانسل أعقررد مررن المعررادطت 

ل الترري تمثررل معررادطت حركررة الجسررم المرررن دقيرر  اطسررتقطا ل اقيزوتروبرري (2.6)

قزاحرات والردورانات والحررارةل حير  والمتجانسل ومركز  التناظرل معب ر عنها با

تأ ررذ معررادطت الحركررة للجسررم المرررن نصررم اطنتحررائي واقيزوتروبرري والمتجررانسل 

Tمعبرعنها باقزاحات والدورانات والحرارةل تأ ذ الفكل التالي في : 
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(3.5)    

, , ,

0 , 0 , ,

, , , 0 ,

0 , 0 , ,

( ) ( ) 2

( ) ( ) ,

( ) 4 ( ) 2 4

( ) ( ) ,

i j j j j i i j k k j

i l l j j i i i i

i j j i j j i i j k k j i j k k j

i l l j j i i i i

u u

X u

u u Y J

      

         

            

       

     

       

       

       

  

المعادلتين السابقتينل تنتج عن عدم افراض مركزيرة حي  الحدود التي تحتها  ط في 

 التناظر للجسم المرن دقي  اطستقطا .

أن هدم نظرية الجسم المررن نصرم اطنتحرائي واقيزوتروبريل هرو إيجراد الحالرة    

 الترموديناميكية المرنة:

(3.6)                        , , , , , , :i i j i j i j i j iu T          

 اطنتحائي واقيزوتروبي:لجسم المرن نصم 

                0 0 0
ˆ( , , , , , , , , , , , , , , , )J               

 (3.3) - (3.5)و  (2.1) - (2.3)بما يتواف  مر  المعرادطت وعلاقرات الحقرل   Tفي

حي  كلا  من القوق الحجمية والعزم الحجمية والمصادر الحراريةل التاليرةل معطرى: (

, , :i iX Y Q T ( ل وم  فروط حديرة وابتدائيرةل معطراةل والتري هري نفسرها

الفروط الحدية واطبتدائية لأجل الجسرم المررن دقير  اطسرتقطا  ومركرز  التنراظر. 

هذا باللغة التقليديرةل أمرا بلغرة اقزاحرات والردورانات والحررارةل فهردم النظريرة هرو 

2إيجررراد  الحرررل النظرررامي: 1, , ( ) ( )i iu C T C T        لمعرررادطت الحركرررة

ل مرر  (3.4) ومعادلررة التوصرريل الحرررار : (3.5)باطزاحررات والرردورانات والحرررارة: 

 .  (2.10)ل والفروط اطبتدائية  (2.9)الفروط الحدية: 

 أ يرا ل في نظرية الجسم المرن نصم اطنتحائيل واقيزوتروبيل إذا فرضنا أن:       

     00 , 0 , 0      0ˆ و , ,T       :ل نحصل من العلاقات 
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لأجرل  (2.15)و (2.12) و (2.6) -(2.4)ل على المعرادطت والعلاقرات: (3.5)-(3.1) 

 .) (E – N الجسم المرن دقي  اطستقطا  ومركز  التناظر:

 

، في  Koiter-Mindlin   (K-M)نموذج الجسم المرن من نوع   4.

 إطار نظرية العزوم:

في ةضه مبفقن ، س دنبن  ظنيس مبدزوم مبرد ًّبس، مبني تدنبن أيةط ملأجةحم مبرن س،   

مبقح ر  علا  قل إجهح مت عزم محيل  أجزمئهح. في مبرنمجع مبرندلقس يهضم مبر ن ع، 

إبله فإن مثل ةضم مبجةم م  مبرنتبس مبثح لس ومبضي يرلك ت جهحت مقل  ، تر  ملإشحر  

 ، Koiter-Mindlin مبجةم مبرنن م    ع أو ي ر ذج ، Cosseratيحسم مب سط شبه 

ر  يشكل  .Grioli-Toupinأو ي ر ذج مبجةم مبرنن م    ع  إن  ظنيس مبدزوم مط َّ

جل ، علا   ٍ  تم فله إثبحت ع   م  مبربنة حت مبدحمس ،  رح تم تط ين طنق مكحملس 

مبردح لات ملأسحسلس مب ح رس، وتم أيضحً إيجح  مب ل ل بد    بلن م  مبرةحئل مب  علس 

،  Koiter [131] و ، Gunther [104] مثل: مببحاثل  لأعرح  ض ن أن عل ح وة ح فلهح.

 و Bogyو   لSchaefer [210]، وSavin [207]، و Mindlin [157]و

Sternberg [15]ل وMuki و Sternberg [161]ل و Sokolowski [215]ل 

 Tierstenو  Mindlinل و Toupin [230]ل و Noll [231]و Truesdellو 

القضية الأساسية في هذة النظريرة تكمرن فري وجرود ثرابتي مرونرة إضرافيينل  .[158]

يعدطن بفكل جوهر  حلول عدد من المسائل الأساسية في نظرية المرونة التقليديرة. 

بفكل م تصر سنناقش المعرادطت والعلاقرات الأساسرية للجسرم المررن ضرمن نظريرة 

هررذة المعررادطت والعلاقررات  ل حيرر  سررنرت )الم تصررر بفرركلها المعررد ل أو(العررزوم 

المتمثلرة بمبردئي (للحركرة  Eulerالأساسية في مجموعات وفقا  لمايلي. من معادطت 

 لأجل: ( (2.1)الحرك  معادطت على ل نحصل)انحفاظ كمية الحركة والعزم الحركي

0J (. 
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ا نل سنفترض أن تنسور  اقجهادات يملكان الفكل:    
  

                       
ˆ, ,j ij i j i j i j i j i

a
s m        

  
 : حي 

            
1 1 1

ˆ( ) , ( ) ,
2 2 3

j ij i j i i j j i i j i i

a
s                

0J( (2.1)وعندئذ  تَ تصر معادطت الحركة   
 

Tل إلى الفكل التالي في ) : 

(4.1)            , , ,

1
( ) ,

2
j i j k j i l k l j k j i is m Y X u             

 حي  : 

                    
2 1

1 0

, ( T ) , ( T ) ,

( T) , ( T) .

j i i j i

i i

m u C s C

Y C X C

      

     
    

ل تظهر فقط  وبوضوح المركبات المتناظرة  (4.1) يفي النظام المعا داطت
j is 

لتنسور إجهادات القوةل والمركبات المنحرفة
j im  .لتنسور إجهادات العزم  

في هذة النظريةل يظهر أيضا  تنسور اطنفعاطت المتناظر 
j i ل وتنسور اطنفعاطت

الدقيقةل اللاتناظر 
j i  ل حي  يعطى هذان التنسوران من  لال العلاقات الهندسية

Tالتالية المحققة في    :       

(4.2)               , , ,

1
( ) , .

2
j i i j j i j i j iu u        

إن التنسررورين    
j i وj i علاقررات تناسرر  العلاقررات الهندسررية  ل يجرر  أن يحق  قررا

. كل نقطة مادية من نقاط الجسم المرن فري إطرار نظريرة )علاقات تواف  اطنفعاطت(

لهررذة النقطررة  iuالعررزومل تملررك ثررلا  درجررات حريررةل المتمثلررة باقزاحررات الررثلا  
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ل iuلهرذة النقطرة الماديرة فهري تعتمرد علرى اقزاحرات iالثلاثرة المادية. أما التوجهات

      وف  العلاقة التقليدية: 

(4.3)                         ,

1
T

2
ini i j k k ju          

من الجسم  المرن في إطار نظرية  dVإن صيغة الطاقة الحرة المتعلقة بعنصر الحجم     

 العزوم المعد لةل تملك الفكل التالي:

(4.4)  22 ( ) ( ) ,
2

i j i j l l k k i j i j i j j i T i jF l G


                     

) حي  )G  لحرارةتضم  كل الحدود التي تتب  فقط ل . 

 ل في التوصيل الحرار .)5.2( تحق  المعادلة التقليدية إن الحرارة     

ل والعلاقتين التاليتين مابين اقجهادات (4.4) إن كل  من صيغة الطاقة الحرة   

    واطنفعاطت:     

(4.5)                              ,j i j i

j i j i

F F
s m

 

 
 
 

     

Tمعا ل تعطينا العلاقات التأسيسية التاليةل المحققة في               : 

(4.6)                 
2

2 ( ) ,

4 ( )

j i j i k k T j i

j i j i i j

s

m l

      

   

  

 
      

,القيم:     , ,l  
تمثل ثوابت المرونة في نظرية العزوم المعد لةل وهي تحق  متراجحات  

 الطاقة التالية:

(4.7)                      0, 0, 0, 1l                
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ل نحصرل (4.3)ل والعلاقرات (4.2)والعلاقات الهندسية  (4.6)باست دام العلاقات التأسيسية    

 ل علرى الحركرة التاليرةل باقزاحرات والحررارةل التاليرةل المحققرة فري(4.1)من معرادطت الحركرة 

T       : 

(4.8)    2

, , , ,( ) ,i j j j j i i j k k n p p n j l l i i T iu u l u F u                 

  :حي  

                     4

,

1
, ( T ) .

2
i i i j k k j iF X Y u C        

 تهدم نظرية العزوم المدلة إلى إيجاد السلوك الديناميكي الحرار  المرن:      

                             , , , , , , : Ti i j i j i j i j iu s m        

للوسط الماد  المرن:
0( , , , , , , , )Tl       فيT  : بما يتواف  م  

 ل (4.8) - (4.1)معادطت وعلاقات الحقل الأساسية ال

: :الحجميرررة حمرررول)مررر  المعطيرررات : ال TiF    : ل والمصرررادر الحراريرررة

: TQ  وم  الفروط الحدية على ( لT  )ل  )التي سرنذكرها بعرد قليرل

0والفروط اطبتدائية في  )التي سنذكرها أيضا  بعد قليل(. 

)إن الصياغة السرابقة تكرافئ الصرياغة التري يطلر  فيهرا إيجراد الحرل     , )iu   للنظرام

ن مرررن معرررادطت الحركرررة باقزاحرررات والحررررارة  ومعادلرررة  (4.8)المعرررادطتي المكررروَّ

الحديرررة واطبتدائيرررةل المصررراغة بالفررركل  ل مررر  الفرررروط(2.5)التوصررريل الحررررار  

 المناس . 

فيمايليل سنعتبر الفروط الحديرة الموافقرة للجسرم المررن فري إطرار نظريرة العرزوم    

المعدَّلة ل وذلك على ضوء اطعتبارات اللاحقةل المتعلقرة بالحالرة السركونية الحراريرة 

 المرنة للجسم المرن في إطار هذة النظرية. 
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م  سرتة فرروط   ل ط تتواف(4.8) عادطت الحركة باقزاحات والحرارةإن بنية م     

 حديةل بل م   مسة فروط حديةل فكلها النهائي هو ا تي:        

(4.9)          

,,

0

1
( ) on T,

2

on T,

, on T,

on T,

on T,

n

li j i j l i p l p l j

n

i j i j i

i i u

q

p s m m Y n

m m n m n

u f g

q
n





 







 



 
       
 

    

    

   


   



      

 حي  :   

                           0 0
,

1
,

2

n n

li i j l i j i i ip p m n m m m n         

 القوق السطحية الم تصرةل والعزوم السطحيةل الم تصرةل المناسبةلعلى الترتي  هي 

0و:                             ,
n n

i i j i j i l lm m n m m n n m   

0أ يرا  

 ) 1 2, (  هي مركبات متجه الدوران ل الواقعة في المستو  المماس لـ

. 

 :   )معطاة(فيما تقدمل الدوال الحقيقية التالية جمعها مفروضة 

                 

, : T , , : T ,

: T , : T ,

i i i u

q

p m f g

q

 



     

     
 

 (The Hypothetical Medium) نمييوذا الجسييم الافتراضييي  5.   

(MH): 

في هذة الفقرة سنناقش أيضا  الوسط الماد  المستمر اطفتراضيل التي تظهر فيره     

ل اطنفعاطت الدقيقة i فقط التأثيرات الناتجة عن الحقول الفيزيائية التالية: التوجهات



42 

 

j iل إضافة  قجهرادات العرزم 
j iل حير  التنسروران

j i وj i ن. إن غيرر متنراظري

تفرروة الوسررط المرراد  المسررتمر اطفتراضرريل ي سررب  بررالعزوم الحجميررةل وبالتفرروهات 

 )اللدنة(
0
j i ل وبالعزم السطحي

imيةل وبالتوجهات السطحˆ
i. 

يمكن ترتي  المعادطت والعلاقات الأساسية للوسط الماد  المسرتمر اطفتراضري      

 وفقا  للأنظمة التالية:  

   :Tمدح لات مب ن س مبر ققس في  -

(5.1)                                     
, ,j i j i iY J       

 حي :

                       1 0 2( T ) , ( T) , ( T )j i i iC Y C C        

 : ، ومبني تدطي ت ة رملا فدحلات مب قلقسTمبدلاقحت مبه  سلس مبر ققس في -

(5.2)                                     , ,j i i j      

jإن ت ة ر ملا فدحلات مب قلقس مبةحيق:     i في (2.2)2ي قق شنوط مبن مفقT ،

 .مبني س دل  فلرحيلي  نحينهح، بلضنور 

 :Tشنوط ت مفق ملا فدحلات مب قلقس، مبر ققس في -

)3(5.                                          
, , 0l i h h i l   

)1ال :   T)j i C  . 

 عبحر  مبطحقس مب ن  ب سط مبرح ي مبرةنرن ملافننمني، تأخض مبشكل مبنحبي: -

(5.4)              
2 2 2

j i j i j i i j k k n nF
    

     
 

        
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jiأي مبدلاقس:( (2.13)2ي نج ع هح وع  مبدلاقسمبني 

j i

F








، مبدلاقحت مبنحأسلةلس )

 مبنحبلس.  

   : Tمبدلاقحت مبنأسلةلس مبر ققس في  -

(5.5)                 ( ) ( ) ,j i j i i j k k j i                    

,حي : ,    هي ثوابت المرونة للوسط الماد  المستمر اطفتراضيل والتي

 تحق :

 متراجحات الطاقة: -

(5.6)                    0, 0, 2 3 0            

ل تأ ذ معادطت (5.2)والعلاقات الهندسية  (5.5)باست دام العلاقات التأسيسية      

ل الذ  تتحق  فيه فروط تواف  اطنفعاطت Tالفكل التالي فيل  (5.1)الحركة 

 بالفكل التافه.

    :Tمعادطت الحركة بالدوراناتل والمحققة في -

(5.7)             
, ,( ) 4 ( )i j j i j j i i iY J                        

 لأجل الوسط الماد  المستمر اطفتراضيل يطل  إيجاد الحالة الديناميكية المرنة:   

                                  , , : Ti j i j i     

)للوسررط المرراد  المسررتمر اطفتراضرري , , , )J    فرري المجموعررةT  ل بمررا يتوافرر

:حي  العزوم الحجميرة (   (5.1) - .5)7(معادطت الحقل  TiY   ل ومر  )مفروضرة

 الفروط الحدية واطبتدائية التالية:

 :Tالفروط الحدية على  -
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)8.5(                           
on T,

on T,

j i j i

i i u

n m

g





  

  
   

u,حي  : u        حي  التواب  التالية معطاة:ول 

                    : T , : Ti i um g      

0الفروط اطبتدائية في  - : 

 )9.5(                           , ,i i i ik      

,حي  التواب  التالية معطاة :  :i ik   .   

2بعبارة مكافئةل يطل  إيجاد الحل النظامي    1( T) ( T)i C C      لمعادطت الحركة

والفروط  (5.8)ل م  الفروط الحدية (5.6) -(5.4)و (5.2)ل المحق  لـ  (5.7)بالدورانات 

 .   (5.9)اطبتدائية 
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والجسييم  (H)معييادالات توافييق انفعييالات كييلس ميين الجسييم المييرن فيين النييوع 

 (A-K)المرن دقيق الاستنلاب من نوع 

 بلرينيية الصيي ر فييي اللامتناهييية اللاغرانجييية، الانفعييالات توافييق معيادلات: أولاً      

، للجسيم الميرن مين نيوع اليديكارتي الإحيداثي النظيام في التنليدية، الهندسية سيزار

(H) .  

 .التالية المبرهنة تلزمنا ل البند هذا متطلبات أجل من

 : ستوكس مبرهنة 

 منحنيررا      أن وفرضررنا 0C  الترررابط بسرريطة المنطقررة فرري سررطحا     كرران إذا

 P النقطرة فري     السرطح نراظم واحردة متجه  n وكان   بالسطح  محيطا  

 :  أن أيضا   فرضنا وإذا.     ارج نحو والموجه  من

3RF : 

                                           )(PFP  

 الصم من متجهية دالة
0C في     والصم ل 

1C  فري عندئرذ فننره ل 

 :يكون

rdF  المنحني:     موجودان التاليان التكاملان( أ





opr  حي  ل . 


  ل

  والسطحي




dFrotn  .


        . 
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 : التالية ستوكس علاقة تتحق (  




 dFrotnrdF  ..


. 

 لجسرم اطنفعاطت تواف  معادطت دراسة هو الذ  الأساسيل موضوعنا إلى ا ن لنعد

 وفرري التقليديررةل الهندسررية بالطريقررة الصررغرل فرري اللامتناهيررة اطنفعرراطت ذ  المرررن

 .  الديكارتي حداثياق النظام

 وعندئررذل  جرردا   صررغيرة انفعرراطت ذ  المرررن الجسررم أن سررنفرض الفقرررة هررذة فرري ا  إذ

 الرررديكارتي اقحرررداثي النظرررام فررري اطنفعرررال لتنسرررور اللاغرانجيرررة المركبرررات تصررربح

 :  بالفكل

(1                 )
j

i
jiijjiij

x

u
uuu




 ,,,    ;   )(

2

1
:

  

  الصررم مررن  iu  الرردوال أن نفرررضل  المسررتمرة الأوسرراط ميكانيررك فرري
1C فرري 

 :  محق  التالي الفرط وأن ل  0C(   اللاغرانجية)  الترابط بسيطة المنطقة

   
0                                                   

),,(   ;    0);(:);( 0321,





t

CxxxPtpustPD jiij

            

 :التالي هو ا ن نفسه يطرح الذ  والسؤال

 هنرراك أم ا تياريررةijالرردوال تكررون أن يمكررنل  السرراب  الفرررط تحقرر  ضررمن هررل

 : التالي هو السؤال هذا على والجوا   ؟ بينها فيما روابط

 حسرررا  أجرررل مرررن. يلررري لمرررا نظررررا  ل  ا تياريرررة تكرررون أن يمكرررن ط  ij   الررردوال

u  اقزاحرررة لمتجررره iu  المركبرررات


 سرررتة هررري التررري(  1)  العلاقرررات نسرررت دم ل 
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(  1)  فتصرربحل  مجاهيررل iu و معرراليمij  أن(  1)  فرري فرضررنا فررنذا.  علاقررات

u  اقزاحررة لمتجرره iu المركبررات هرري ل مجاهيررل بثلاثررة مسررتقلة معررادطت سررت


  .

 وحيرد حرل علرى عندئرذ نحصل طل  ا تيارية الحالة هذة في ij  التواب  كانت وإذا

iu السرت الردوال تحقر  أن نتوقر  أن المفرروض مرنل  إذن. المذكورة للجملة ij 

 الحالرة فري.  iu  وحيردا   حرلا  (  1)  المعرادطت لجملرة يكون حتىل  إضافية فروطا  

),,( النقطرة بتغيرر يتغيرر منهرا كرلل  ij  الردوالل  العامة 321 xxxP   وبتغيرر 

 كانرت ولرول  مسرتقل بفركل ينتقرل المرن الجسم من حجمي عنصر فكل.    t الزمن

 العناصرررر فرررنن مسرررتقلة أ ل  الررربعض بعضرررها مررر  مرتبطرررة غيرررر ij  اطنفعررراطت

 الجسرم لتفكل اطنفعال قبل البعض بعضها من تقتر  التي المرن الجسم من الحجمية

 .  الجسم هذا لتفكل اطنفعال أثناء بعضها من تقتر  أن يمكن طل 

  بينهرررا فيمرررا ij السرررت اطنفعررراطت ترررربط التررري المرررذكورة اقضرررافية الفرررروط إن

 بالطريقرررة إعطاؤهرررا ترررمل  اطنفعررراطت علرررى المطبقرررة اطسرررتمرار فرررروط والمسرررماة

 .    ]...[  فيستانا ساينت الباح  بواسطة التقليدية الهندسية

ل  اطنفعراطت علرى المطبقرة اطسرتمرار فرروط المسرماة العلاقرات هذة لنوجد يلي فيما

 .  التقليدية الهندسية بالطريقة وذلك  ]...[ سيزار –    بطريقة

 مفرتقات وتملرك 0C  فري مستمرة ij الدوال أن نفرضل  0t  لحظة كل في

 هرذة أن لنفررض أ ل  0C فري مسرتمرة الثانيرة المرتبرة حترى ix  لـ بالنسبة جزئية



48 

 

 الصم من الدوال
2C  0  فيC .  الردوال أن نفررض أن علينرا(  3)  علرى وبنراءا

iu الصم من  
3C       0  فيC  . 

),,( نريتيا تيرررررررررررا نطغررررررررررررانجيتي ننقطتررررررررررري ا ن رلن تررررررررررر 0

3

0

2

0

10 xxxP   ل

),,( 1

3

1

2

1

11 xxxP  0(   اللاغرانجيرة)   التررابط بسرريطة المنطقرة مرنC  ولنرمررزل 

);(  برررـ عندئرررذ 0

0 tPui وبرررـ للإزاحرررات );( 0

0 tPij 0 النقطرررة فررري للررردوراناتP 

 السرررابقة المقرررادير أن أيضرررا   ولنفررررضل  0t واللحظرررة
0

iu  و  
0

ij  معطررراة  .

);(    بررـ أيضررا   ولنرمررز 1

1 tPui 1  النقطررة فرري اقزاحررة متجرره لمركبرراتP واللحظررة  

0t  .  اقزاحات وحدانية لتحديد ل وعندئذ  );( 1

1 tPui طريقرة ذكرنا كما نست دم  

 .التالية ]...[ سيزار –  

);( إن 1

1 tPui التالي للتكامل وفقا   يعطى : 

   
k

P

P

kjj

k

P

P k

j

P

P

jjjj

dxtPutPu

dxtP
x

u
tpudutPutPu

);();(             

);();();();(

1

0

1

0

1

0

,0

0

0

0

0

0

1

1












 

 : ا تصارا  نكت أو 

(2                                         )k

P

P

kjjj dxuuu 
1

0

,

01

            

 :             لدينا
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(3     )
jkjk

jkkjjkkj

k

j

kj uuuu
x

u
u

 







       

)(
2

1
)(

2

1
,,,,,

  

 :   نجد( 2)وبالتعويض في 

                                   k

P

P

jkjkjj dxuu  
1

0

)(01 
 

 :  نجد التكامل  واص وباست دام

(4                     ) 
1

0

1

0

01

P

P

kjkk

P

P

jkjj dxdxuu 
 

( :4) في الأ ير التكامل كاملنا ما وإذا
1

0

P

P

kjkdx
 : نجد التجزئة بطريقة ل 

                 
1

0

1

0

1

0

)];([

P

P

jkk

P

Pjkk

P

P

kjk dxtpxdx 
 

 :أ 

                  
1

0

1

0

0011

P

P

jkkjkkjkk

P

P

kjk dxxxdx 
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 وطرح وبنضافة
01

jkkx  (5: )نجد الأيمن للطرم  ل

 
1

0

1

0

)()( 011001

P

P

jkkjkjkkjkkk

P

P

kjk dxxxxdx 
 

:                  أن وبما
1

0

1011 )(

P

P

jkkjkjkk dxx 
 

 : بالفكل التكامل  واص است دام بعد ل(  5)  فتصبح

(6     ) 
1

0

1

0

)()( 1001

P

P

jkkkjkkk

P

P

kjk dxxxxdx 
 

lljkjk: أن وبما dxd ,  بالفكل(  6)  فتصبح  ل : 

(7      )lljk

P

P

kkjkkk

P

P

kjk dxxxxxdx ,

1001
1

0

1

0

)()(   
 

 : فنجد ل( 4) في( 7) نعوض ا ن

 lljk

P

P

kkk

P

P

jkjkkkjj dxxxdxxxuu ,

100101
1

0

1

0

)()(   
 

 : بالفكل تكت  السابقة العلاقة أن نجدل  التكامل  واص وباست دام

   lljkkk

P

P

jljkkkjj dxxxxxuu ])([)( ,

100101
1

0

   
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 :  دوما   محققة التالية العلاقة أن وبما

                                jlkkjllkj ,,,   

 : الساب  بالفكلفيصبح التكامل 

ljklkljkk

P

P

jljkkkjj dxxxxxuu )])(([)( ,,

100101
1

0

   

 : وإذا فرضنا أن

                      ))(( ,,

1

jklkljkkjljl xxU   

 : بالفكل التكامل فيصبح

                           l

P

P

jljkkkjj dxUxxuu 
1

0

00101 )( 
  

(8                      )r

P

P

jrjkkkjj dxUxxuu 
1

0

00101 )( 
 

 : حي 

(9            )))(( ,,

1

jkrkrjkkjrjr xxU   

 النظررام فرري  تفرريفتي – ليفرري تنسررور لمركبررات التاليررة التوزيعيررة ال اصررة وباسررت دام

ksjmkmjslsmjkl:     الديكارتي اقحداثي   

 : يمكن أن نكت 
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mrskklsmjkljkrkrjkk xxxx ,

1

,,

1 )())((   

 : بالفكل( 9) تصبح وبذلك

(10            )mrskklsmjkljrjr xxU ,

1 )(   

 اقزاحراتل  نقول ا ن
1

ju فري الموجرود التكامرل كران إذا وفقرط إذال  وحيردة تكرون 

 طررس عردة هنراك نإ إذل  1P  برـ 0P يصرل الرذ  التكامرل طرير  عن مستقلا  ( 10)

  مغلرر  ٍ   مررنحن أنرره علررى 0C فرري الطريرر  ا ترنررا فررنذا.  1P  بررـ 0P  تصررل

 هذا فيه يكون ٍ   نحو وعلى 0P إلى 1P من يعود ثم 1P إلى ليصل 0P من ي رج

 : لكانل  0C  في يق    لسطح محيطا   المنحني

(11                   )


 0rjrdxU    (أن كون   0عليه تق  مغلقا   طريقاPل

1P ) 

 الساب  التكامل لنحس ل  السابقة ستوكس مبرهنة وباست دام


rjrdxU. 

rrj:     أن فرضنا فنذا

j eUF


  لدينا يصبح لعندئذ : 

                                              rdFxdU j

rrj


. 

 : وبالتالي يصبح لدينا

                                       


 rdFxdU j

rrj


. 
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 :بالفكل الساب  التكامل يصبحل  السابقة ستوكس مبرهنة وباست دام

(12             )  



 

dFrotnrdFxdU jj

rrj


..

 

p:                           أن وبما

j

nrrnp

j eFFrot


, 

r:                                     حي 

j

r

j eFF


 

:                    فنن
j

nrrnpP

j FnFrotn ,. 


   

PP:                                         حي  enn


 

jr:                                            ولدينا

j

r UF  

 : لدينا يصبح وبالتالي

           PnrjrnpP

j

nrrnp

j nUnFFrotn ,,.  


 في نعوض

:    أن كون من ونستفيد ل( 12)


 0rrj xdU أن فنجد ل: 

(14              )  
 

 dnUxdU Pnrjrnprrj  ,0
 

 كانت إذا وفقط إذا تتحق ( 14) فأنل  0C في ا تيار   السطح أن وبما

 :  0C في محققة التالية العلاقة

(15                                       )0nrjrnp U , 
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 :بالفكل(  15) تصبحل( 9) وباست دام

               (16 )0
1  ])([ ,,, nmsrkkmsllkjmsrmsllnjnrjrnp xx  

 :التوزيعية العلاقة وباست دام

snmjmnsjmsllnj   

 :                    بالفكل( 16) تصبح

(17    )01 



nmsrmslrnpkklkj

jnrnjrnrjrnp

xx ,

,,,

)(         

])([





 

 الحررد طنعرردام والكررافي الررلازم الفرررط يصرربح وبررذلكل  الصررفر يطرراب  الأول الحررد إن

ل 0Cفري التاليرة العلاقرة تحقر  لهرو(17) لـ الأيسر الطرم طنعدام وبالتاليل  الثاني

)( كل لأجل 1

kk xx  : 

(18                             )0nmsrmslrnp , 

 فهري العامرة الحالرة فري إذا  .  ,Pl  همرا فقرط نحررا ندلريلا هنراك( 18) العلاقرة في

 المصرفوفية العلاقة هذة فنن ل,Pl لـ بالنسبة تناظر هناك أن وبما. علاقات 9 تعطي

 :,Pl  لـ التالية القيم أجل من مستقلة معادطت ست تعطينا مبدئيا   السابقة

                                 23 , 13 , 12 , 33 , 22 , 11Pl 

 .المذكورة الست المعادطت هذة ا ن ولنوجد

 :التالية الفهيرة التوزي  علاقة باست دام
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)(

)(

)(

lrsnsrlnmp

mrlnlrmnsp

srmnmrsnlp

mrsrlr

mnsnln

mpsplp

mslrnp























 

 : التالي الفكل تأ ذ ل(18) أن نجد كرونيكال بديلتا التصفية  اصة وباست دام

(19  )0



npnllpmm

lmmpmmlpnnmmnmnmlp

,,

,,,, )(





 

 :التالي الفكل السابقة العلاقة تأ ذ المتساويةل l و p قيم أجل فمن

                 0



npnpppmm

mpmpmmppnnmmnmnm

,,

,,,,





 

 :الفكل أو

(20(  )p طتجم)02 



mpmp

ppmmmmppnnmmnmnm

,

,,,,





 

 .كمايلي الأولى الثلا  المعادطت على نحصل منها والتي

 :التالية المعادلة فنجد ل33Pl عندما عليها نحصل: الأولى المعادلة

                          2211112221211212 ,,,,   
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 :أو

                                1122221112122 ,,,   

 : التالية المعادلة فنجد ل22Pl  عندما:  الثانية المعادلة

33331111331111333131131333331111 ,,,,,,,,  

 : وباط تصار نجد المعادلة الثانية

                  3311113331311313 ,,,,   

 :أو

                         1133331113132 ,,,   

 :  التالية المعادلة فنجد ل 11Pl  عندما:  الثالثة المعادلة

33332222332222333232232333332222 ,,,,,,,,  

 :التالية الثالثة المعادلة نجد وباط تصارل

                      33,2222,3332,3223,23   

 :أو

                           2233332223232 ,,,   

231312  عنردما أ  دl قريم عرن الم تلفرة p قريم  أجل من أما      ,  ,  lp ل 

 : التالية العلاقة إلى تتحول( 19) العلاقة فنن
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(21       )0 npnllpmmlmmpmmlp ,,,,  

231312 بالدطئل المتعلقة المعادطت قيةب على نحصل  منها والتي   ,  ,  lpل 

 .                  يلي كما

 :التالية الرابعة المعادلة فنجد ل23lp  عندما: الرابعة المعادلة

                    01312213123111132  ,,,,  

 :ال امسة المعادلة فنجد ل 13lp  عندما: ال امسة المعادلة

                          02321123213222231  ,,,,  

 :السادسة المعادلة فنجد ل 12lp  عندما:  السادسة المعادلة

                         03231132312333321  ,,,,  

 توافررر  بمعرررادطت أو اطسرررتمرار بفرررروط السرررابقةل السرررت المعرررادطت هرررذة تسرررمى

 : التالي المبس ط بالفكل اقصلاحل بعد تكت  وهي. اطنفعاطت

                         122122

2

111

2

2 2   

                         133111

2

333

2

1 2   

(22             )      233222

2

333

2

2 2   

             )( 13212323111132   
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            )( 23112313222231   

            )( 31232112333321   

 بالمركبررات مسررتقلة معررادطت ثررلا  فقررط تعطينررا برردورها ل( 22) أن نثبررت أن يمكررن

 . ij اطنفعال لتنسور المستقلةل الست

 الفضرراء فرري الترررابط بسرريطة منطقررة 0C كانررت إذا صررحيح السرراب  الكررلام كررل إن

 البعررد ثلاثرري اققليررد 
3R  .0 كانررت إذا أمرراC الفضرراء فرري الترررابط متعررددة منطقررة 

 اققليد 
3R بعد فيما ندرسه أن يمكن موضوع فهذا  . 

 التنسرورية بالطريقرة المستنتج والفكل ل( 18) الفكل مابين التكافؤ سنثبت يلي فيما  

 يلزمنرا الغررض ولهرذا. الرديكارتي اقحرداثي النظرام فري اطنفعراطتل توافر  لمعادطت

 .التالي التمرين

 الحقيقيرة الأعرداد مصرفوفة تكون حتى والكافي اللازم الفرط :تمرين 
33nmAل 

 : التالي لالفرطnmA العام حدها يحق  أن هو ل متناظرة

                                                 0nmnmp A 

 .الساب  التمرين على معتمدين المذكورل التكافؤ ا ن ولنوجد

0nmsrmslrnp:   لدينا ل( 18) للعلاقة وفقا   ,   

)(0:التالي المكافئ بالفكل تكت  والتي , nmsrmslrnp . 
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 حردها التي المصفوفة  أن يكافئ الفيء هذا أن نجد الساب ل التمرين على وباطعتماد

mnrslsm العام , للدليلين بالنسبة متناظرة n  و r  العلاقة تتحق  يكافئ دأ :  

                        rmsnmslnmsrmsl ,,   

 :بأن القول يكافئ بدورة والذ 

                         0 )( ,, rmsnnmsrmsl  

 ذات المصرفوفة برأن القرول يكرافئ الفريء هذا أن نجد لنفسه  الساب  التطبي  وحس 

mrnsmnrs  العررام الحررد ,,  لررـ بالنسرربة متنرراظرة ل m, s  تحقرر  يكررافئ أ  د 

 : العلاقة

                rsmnnsmrrmsnnmsr ,,,,   

 : والذ  تكافئ العلاقة التالية

         0 nsmrrmsnrsmnnmsr ,,,,  

 جملرررة فتصررربح لlkji  الرمرررز إلرررى nmsr الرباعيرررة رمرررز ا نل غيرنرررا فرررنذا

 : بالفكل السابقة المعادطت

(23         )0 kiljljkijilklkji ,,,,  

 الررديكارتيل حررداثياق النطررام فرري ل اطنفعرراطت توافرر  لمعررادطت نفسرره الفرركل وهررو

 .الراب  الفصل في والمستنتج
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 حصرلنا لالتي( 23) المعادطت من انطلاقا   ل( 22) المعادطت إلى سنصل يلي فيما   

 - تأ ررذ لijkl أن وجرردنا الثررانيل الفصررل فرري.التنسررورية للطريقررة وفقررا   سررابقا عليهررا

 :   التالية القيم  -(27) العلاقة بحس 

        313132321212313232123121 ,,,,,ijkl 

 : التالية العلاقات فنجد ل( 23) العلاقات في القيم هذة ا ن ولنعوض

 :   التالية المعادلة إلى تقودنا ل 3121ijkl: الأولى القيمة

                         011,3232,1131,2121,31      

 : وبالتالي

                011

2

3223

2

1113

2

1212

2

13   

 : التالية المعادلة تعطينا ل 3212ijkl:  الثانية القيمة

                  022,3113,2223,1212,32   

 : وبالتالي 

            022

2

3113

2

2223

2

1212

2

32   

 :التالية المعادلة تعطينا ل3132ijkl:  الثالثة القيمة

               012,3333,2113,2332,31   

 : وبالتالي
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             012

2

3333

2

1213

2

2323

2

13   

 :التالية المعادلة تعطينا ل 1212ijkl: الرابعة القيمة

                       022,1111,2221,2112,12   

 :وبالتالي 

                         022

2

1111

2

2212

2

122   

 :التالية المعادلة تعطينا ل3232ijkl:  ال امسة القيمة

                  022,3333,2232,3223,23   

 :           وبالتالي

                           022

2

3333

2

2223

2

232    

 :التالية المعادلة تعطينا ل3131ijkl: السادسة لقيمة أ يرال

                      011,3333,1131,3113,13   

 :      وبالتالي

                      011

2

3333

2

1113

2

132   

 هررذا فرري عليهررا حصررلنا الترري السررتل المعررادطت نفسررها هرري السررتل المعررادطت وهررذة

 .   الديكارتية اقحداثيات وفي الهندسيةل بالطريقة لنفسه الفصل
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 بلرينية الصي ر، فيي اللامتناهيية اللاغرانجيية، الانفعيالات توافق معادلات: ثانياً     

Heinbockel ، ،للجسيم الميرن مين نيوع اليديكارتي حداثيالإ النظام في التنليدية ،

.(H) 

 اطنفعررراطت توافررر  معرررادطت باسرررتنتاج   Heinbockel قرررام 1996 عرررام فررري   

 الديكارتي حداثياق النظام في ل التقليدية بطريقتة الصغر في اللامتناهية اللاغرانجية

 : يلي كما

 :التالية العلاقة هي اطنطلاس نقطة

(24                                       )ijijjiu  , 

 :  أن حي 

)( ,, ijjiij uu 
2

1
   ,  )( ,, ijjiij uu 

2

1
  ,    

j

i

ji
x

u
u




, 

 على نحصل لkx  لـ بالنسبة جزئيا   ل( 24) العلاقة طرفي بافتقاس وبالتاليل

 : التالية العلاقة

(25                                )kjikjikjiu ,,,   

 الصرررم مرررن iu الررردوال أن وبمرررا
2C المررررن للجسرررم اللاغرانجررري الفررركل فررري 

 :   فنن الصغرل في اللامتناهية اطنفعاطت ذ  المدروسل

(26                                          )jkikji uu ,,  
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 اللاغرانجيررة اطنفعرراطت مصررفوفة بدطلررة تكترر ل( 26) فررنن ل(25) مررن  وباطسررتفادة

 الصرغرل فري اللامتناهيرة اللاغرانجيرة الردورانات ومصرفوفة الصرغرل في اللامتناهية

 :  بالفكل

(27                   )jkijkikjikji ,,,,   

 : بالفكل أو

(28                  )kjijkijkikji ,,,,   

 :  أن وبما

(29      )           
i

kj

k

ji

j

ki

xxx 











 
 

 : بالفكل السابقة العلاقة فتصبح

(30                       )ikjjkikji ,,,   

 الصررم مررن ل برردورها ji الرردوال أن وبمررا
2C للجسررم اللاغرانجرري الفرركل فرري 

 :   فنن الصغرل في اللامتناهية اطنفعاطت ذ  المدروسل المرن

(31                           )
il

kj

li

kj

xxxx 






  22

 

 وذلرك ل( 30)  العلاقرة مرن الصرغرل فري اللامتناهيرة اللاغرانجيرة الدورانات فبحذم

 العلاقرة است دام ثم ومن لlx  لـ بالنسبة جزئيا   العلاقة هذة طرفي افتقاس  لال من

 : التالية العلاقة على نحصل فنننا ل(31)
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(32                        )ijklikjlljkilkji ,,,,   

 :بالتالي

 (33               )0 ikjlljkiijkllkji ,,,,  

  لطريقرة وفقرا   الصرغرل فري اللامتناهيرة اللاغرانجيرة اطنفعراطت توافر  معادطت وهي

Heinbockel التقليدية. 

 توافررر  معرررادطت الطريقرررةل برررنفس سنسرررتنتج القادمرررةل الفقررررة فررري يلررريل فيمرررا       

 . i كيقي منحني إحداثي نظام في الصغرل في اللامتناهية اللاغرانجية اطنفعاطت

 

 (A-K)معادلات توافق انفعالات الجسم المرن دقيق الاستنلاب من نوع    

j,وجدنا أن التنسورين   i j ix   :معطيان وف  العلاقات الهندسية التالية 

(1)               
, ,, , , , 1,2,3.j i i j k j i k j i i ju i j k        

لكررل  مررن  iو   iu يمكننررا تعيررين المركبررات الديكارتيررة (1)مررن العلاقررات الهندسررية 

ل على الترتير . ومرن أجرل ومقط  التوجهات المتجهي  uمقط  اطزاحة المتجهي 

معا دلة افتقاقيةل تحت  18ل لدينا (1)تحديد هذة المركبات الستل المذكورة لدينا في 

 ا  وحيرد الأمرر الرذ  يضرمن انتقراط  (تصرفنا. حتى تكون هذة المركبات الستل وحيردة 

ل فرلا يمكرن أن )لهرذا الجزيرئ حرول مركرز كتلره ا  وحيد ا  ودورانل لمركز كتل الجزئي 

j,الدوال تكون i j ix  ا تياريرةل برل يجر  أن تحقر  فرروط محرددة. فيمرا يلري سرنقوم

باستنتاج هذة الفرروط المحرددةل والتري فري المرونرة التقليديرة تسرمى بفرروط التوافر  

 الهندسية.
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لمقطررر  اقزاحرررة ومقطررر  التوجهرررات فررري النقطرررة الماديرررة  0و 0uنرمرررز بـرررـ     

0اللاغرانجيررة 0( )P x ل وبـررـu و  لمقطرر  اقزاحررة ومقطرر  التوجهررات فرري النقطررة

)المادية اللاغرانجية ) P x التي يفرغلها الجسرم فري لحظرة  من المنطقة بسيطة الترابط

 البدء.  

)إن مقطرر  اقزاحررة فرري النقطررة الماديررة     ) P x  يمكررن التعبيرعنرره بواسررطة تكامررل

يصرل النقطترين Cمنحني على طول منحني 
0 0( )P x  و( ) P x  وفر  العلاقرة التكامليرة

 التالية: 

(2)                  0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) i
i i i i j

j

p p

p p

u
u u du u d x

x

 


    


  x x x    

)وبفكل  مفابه من أجل مقط  التوجهات في النقطة المادية  ) P x :ل نحصل على   

(3)                 
0

0 0 0 0

0

( ) ( ) ( )

p

i
i i i i j

jp

p

p

d d x
x


   




    


  x x x  

 بالفكل :(2) يمكن كتابة (1)  باست دام 

(4)                     0 0

0

( ) ( ) ( ) .i i j i k j i k j

p

p

u u d x  



    x x  

الحد: أ ( السابقة العلاقة من الأيمن الطرم من الأ ير الحد بمكاملة
0

k j i k j

p

p

d x 





 ل بمكاملته بالتجزئةل نحصل على:)

(5)            
0 0

0 0

0

( )

( ) ( )

k j i k j k j i k j j

k
k j i j j k k j i j j

p p

p p

p

p

d x d x x

x x x x d x
x

   


  

 



  


     



 


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0في مب قطس مبرح يس مبلاغنم جلس ترثل قلرس مبرقطع مبرنجهي  0ال  ة ح  0( )P x .

مسنب ب ح  (5)ال  في
jd x   يـ( )j jd x x ن أن   ،( ) P x قطس مثبنس، يحبنحبي  

0jd x  .   تأخض مبشكل مبنحبي: (5)أن  (1)ي نج ع 

(6) 
    

0 0

0 0

( ) ( )k j i k j k j i j j k k j i j j k

p p

p p

d x x x x x d x     

 

        

 ،  ج :(4)في  (6)ويند يض 

(7)
 

0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )i i k j i j j k k j i j ji k

p

p

u u x x x x d x    



        
 

 x x 

 أو: 

(8)               0 0 0

0

( ) ( ) ( )o

i i k j i j j k

p

i
p

u u x x U d x 



     x x    

)حي :     )k j i j ji ki
U x x    . 

 الفكل:   (3)ل تأ ذ (1)أما باست دام 

(9)                   
0

0 0 0 0

0

( ) ( ) ( )

p

i i i i i

p

p

p

d d x    



      x x x 

)ملآن، إذم  ح ىىى  مبىىى ومل )iu  x و( )i x    مبقلرىىىس ، ع  ئىىىضٍ  ىىىلاً مىىى  مةىىىنرن  ووالىىى

0يىىحبطنيق مبرةىىل ذ مبىىضي يقىىل مب قطىىس مبرح يىىس قلا يندلىى (9)و (8)  لمبنكىىحمل 0( )P x 

)يحب قطس مبرح يس ) P x0، يل رىح يندلىق فقىط ي قطىس مبب ميىس 0( )P x وي قطىس مب هحيىس( ) P x ،

م  مبنحيدل  مبركحملل :   ل  يحبنحبي يجب أن يك ن 
i

U و
i

 .ًتفحنلاً تحمح   

إن الفرط اللازم حترى تكرون الردوال المكاملرة     
i

U و
i

  تفاضرلات تامرة هرو أن

   يكون:
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)10(                          ,
i h i i h i

h h

U U

x x x x

   
 

   
  

شنوطحً  حفلس  ي يك ن  (10)، ترثل أيضحً مبشنوط مبةحيقس في مب ق   فةه و      

وال  مبقلرس في مبر طقس يةلطس مبننميط  (9)و (8) لاً م  مبنكحمللل  مبر   لل  

   مبردنبن .

     ، ت قق مبشنوط مبنحبلس: (10)ي نج ع  مبدلاقحت    

(11)                    
, ,

0 ,k h i k h ki h h i k i
              

(12)                                        
, ,

,
i h h i

        

 التي هي فروط التواف  المطلوبة.
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      النميييوذا ائلمسييي حيييلفيييي  Schaeferالفصيييل الثاليييث: لرينييية متجيييه 

(E-N):  

 

 (E-N)فيييي كتابييية النميييوذا  Scheferلرينييية متجيييه الشيييكل المتجهيييي  )أولاا 

 بالشكل:

     E N Nonhomgeneous H Homgeneous E N   
  

فري حرل المسرائل الحديرة  [35]اسرت دمت هرذة الطريقرة فري  لمحة عن الطريقة:      

 : Schaeferل وذلك انطلاقا  من متجه (E-N)للحالة المستوية طنفعاطت الجسم 

,

1

2
0 , 0 , u  
 

 
 

 1حيرررر :(ل 2, ,  (  ل وحيرررر   هررررو فرررربه تنسررررور

Civita-Levi  :ل وبالطريقرة نفسرها. بعردها ترم 2على الفضاء اطقليد  ثنائي البعرد

ل (E-N)حرل مسررائل القريم الحديررة للحالرة ثنائيررة البعرد طنفعرراطت الجسرم مررن النمرروذج 

ل ) [53]-[50]و [48]-[43]و [75]-[72] ( محوريا   متناظرة المرنة اطنفعاطت حي 

 إلى إمكانية حل نفس هذة المسائلل أ  مسائل القيم الحديرةانفسهم ن الباحثوكما أفار 

للحالة ثنائية البعد وكرذلك الحالرة ثلاثيرة البعرد للانفعراطت المرنرة للجسرم مرن النمروذج 

(E-N)قررام  2004وفرري عررام  .بوجررود حقررل درجررات حرررارةل وبوجررود حقررل لدونررة ل

بفررركله العرررامل فررري حرررل  Scheferباسرررت دام متجررره  [1]فررري  Dyszlewiczالباحررر  

مسائل القيم الحدية واطبتدائية للحالرة الفراغيرة للانفعراطت المرنرة للجسرم مرن نمروذج 

(E-N).يرح ين مفق مع مب حبس مب ي حملكلس بهضم مبجةم ،   

بفركله  Scheferطريقة متجه  Dyszlewiczنعرض فيمايلي كيم ناقش الباح      

العررامل فرري حررل مسررائل القرريم الحديررة واطبتدائيررة للحالررة الفراغيررة للانفعرراطت المرنررة 

 ، يرح ين مفق مع مب حبس مب ي حملكلس بهضم مبجةم. (E-N)للجسم من نموذج 

للجسرم مرن نرروع   Lame: هري المعرادطت المتجهيرة التاليررة للحركرة لرـ نقطرة البدايرة   

N)-(Eومبر ققس في ، T :   

)1(           
2

4

2( ) ,

( ) 2  

div

div

λ μ α

γ ε



 

     

     

0

0

grad curl

grad curl

u u X

u Y



 
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ل على الترتي ل هما مقط  اقزاحة ومقط  التوجهاتل المتجهيينل كمرا و uحي : 

المتجهرري للجسررمل ومقطرر  ل علررى الترتيرر ل همررا مقطرر  القرروة الحجميررةل Yو Xأن: 

     ل أ يرا :هو المقط  المتجهي الصفر  0العزم الحجميل المتجهي لهل أيضا  

               
2 22 2

2 4( ) , ( ) 4t tρ ε J            

حي 
2

 هو مؤثر  Laplace :اطفتقاقيل المتجهيل المعطى بحس  تعريفه بالعلاقة 

2
: div grad curl curl ل كما أن الرمرزt  يردل علرى المفرت  الجزئري الزمنري

tffft الأول:  2 د ( )t t tf f f  . 

   ضلف مبشنوط مب  يس وملاين مئلس مبنحبلس. (1)إلى المعادطت     

Tالفروط الحدية المحققة على        : 

)2(                                                , u f g 

,3T المقاط  المتجهية التالية معلومة:  حي  :   f gل 

0الفروط اطبتدائية المحققة في    : 

)3(                                   , , ,   u h k u   

,3حي  المقاط  المتجهية التالية معلومة:  , , : h k . 

   :) Schefer ) [1, Pages:21-24 ]متجه  ن د لفي ال طوة الثانيةل   

)4(   

                                              

1

2
curl u   

0علما  أن:    0ل و
0   من نوع يتواف  م  الجسم) H (.  عندئذ  نحصل علرى

ل ) H (التالية في القيم الحدية واطبتدائيةل المتوافقرة مر  الجسرم مرن نروع  Lameمسألة 

 لأجل الحالة الديناميكية له:

Tمعادطت الحركة المحققة في   :   

)5(                     2 ( ) divλ μ



   0 0
0gradu u X 

ل والمررروثر ) H (مقطررر  اقزاحرررة المتجهررري الموافررر  للجسرررم مرررن نمررروذج  0uحيررر  

التحريكي: 
2 2

2 tρ


    :ل م  الفروط الحدية واطبتدائية التالية 



70 

 

Tالفروط الحدية المحققة على      : 

)6(                                                        0u f 

0الفروط اطبتدائية المحققة في     : 

)7(                                               , 0 0u h u 

المرتمم التراليل  ل Lameل  نحصرل علرى نظرام معرادطت حركرة مإضافة  إلى ما تقرد   

Tالمحق  في : 

)8(          
2

2 4

2( ) ,

( ) 2

div

div

ˆ

ˆ

λ μ α

γ ε



 


 
  

       

       

0

0

grad curl

grad curl

u u X

u Y



 
 

ˆ,المقطعان المتجهيان حي  ˆX Y معطيان بـ: 

)9(                   2 4

1

2
,ˆ ˆ

 

  0 curlX Y Y X 

حي : 
2 2

4 ( ) tε J


    . 

 اطثبات:   

0المتجهيل نحصل لأجل  Scheferمن مقط  
0  :على 

                                    
1

2
0 0curl u   

 أو: 

)10(                               
1

2

0 0curl u  

،   قل علا مبردح بس مبنحبلس (5)بأ ذ دوران طرفي المعادلة المتجهية اطفتقاقية أما 

Tمبر ققس في  : 

)11(      
  2 ( ) divλ μ

 
 
 
 

   0 0 0curl curl grad curlu u X  

 بما أن: 
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                     2 2 , div

  
 

 
 

0 0 0 0curl curl curl gradu u u
 

 يحبشكل: (11)فتصبح 

)21(                       
 

 2



 0
0curl curlu X  

نحصرررل علرررى المعادلرررة اطفرررتقاقية التاليرررة المحققرررة فررري )12(فررري  )10(بتعرررويض 

T : 

)13(                         
 2

1

2



 0
0curl X  

 أولررى.نرردعو المعادلررة اطفررتقاقية السررابقةل بالمعادلررة المسرراعدة الأولررى. هررذا مررن جهررة 

 ومن جهة ثانيةل  

 بالفكل: Lame (1)تكت  معادطت 

)41(        

2

2

4

4

2

2

( )

( ) ,

( ) 2

( ) 2

div

div

div

div

ˆλ μ α

λ μ α

γ ε

γ ε





 

 



    

        

   

        

0 0 0

0 0 0

0

0

grad curl

grad curl

grad curl

grad curl

u u X +

u u X

u

u Y





 

 

 

من تعريم اللابلاسيان  ةوباطستفاد ل(14) في الأولى المعادلة في (10) بتعويض ا ن

المتجهي
2

المحققرة فريالمعادلة اطفتقاقيةل المتجهية التاليةل  على نحصل لT 

  : 

          2

2 2

( )

( ) ,

div

div ˆ

λ μ

λ μ α 



  

        

0 0

0

grad

grad curl

u u X+

u u X

 

،   قل علا مبردح بس ملاشنقحقلس، مبرنجهلس، مبنحبلىس، مبردح بس مبةحيقس في )5(بتعويض 

Tمبر ققس في :    

)15(         2 2( ) div ˆλ μ α         0grad curlu u X 

 الأول.وهو المطلو ل 
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2ومررن جهررة ثانيررةل بتطبيرر  المررؤثر اطفررتقاقي المتجهرري   



علررى طرفرري المعادلررة  

 وبالأ ذ بعين اطعتبار أن: (14)الثانية في 

2 4 4 2 2 2, div div  

   

 grad grad 

ل نحصل على المعادلة اطفرتقاقية المتجهيرة (12)و (13)ومن ثم باست دام المعادلتين 

Tالتالية المحققة في  : 

 

4

2 4 2

1

2
2

( ) 2divγ ε



 
 

 

 
  



         0

curl curl

grad curl

X X

u Y 

 

 العلاقة: ينتج عن ذلك وعن 

               

 4 4

4

1 1

2 2

1

2

2 4 



   

 

 curl curl curl

curl

X X X

X

 

Tأن المعادلة اطفتقاقية المتجهية التالية محققة في  : 

                 

2 4

2 4

1

2

( ) 2divγ ε 


 

 
  



      

  0

grad curl

curl

u

Y X

 
 

 أو:

        2 4 ( ) 2div ˆγ ε 


 
  

        0grad curl u Y  

2حي : 4

1

2

ˆ
 

  curlY Y Xالجزء المتبقي من المطلو . أثبتنا قد نكون . بذلك 

نضررريم الفرررروط الحديرررة واطبتدائيرررةل  (8)المعرررادطتي المرررتمم  Lameإلرررى نظرررام   

 المعدَّلة التالية:

Tالفروط الحدية المحققة على -  
  : 
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)16(                                           ,    0
0u g  

0 الفروط اطبتدائية المحققة في -  : 

)17(                      , , ,        0 0
0 0u k u     

عررن حررل مسررألة القرريم الحديررة واطبتدائيررةل  0ل ينررتج المتجرره )17(و )16(فرري حيرر  

 .(10) و (7) -(5)التقليدية 

للجسرم  (3) - (1)بهرذا الفركل فرنن حرل مسرألة القريم الحديرة واطبتدائيرةل الأصرلية     

ل يسرتبدل بحرل مسرألتي ) E-N (المرن دقي  اطسرتقطا  فري إطرار النمروذج الرياضري 

فري إطرار  Hookeلجسم  (10)و  (7) - (5)د الأولى هي التقليدية وابتدائيةقيم حدية 

 (17) -(16)و  (9) - (8) ل والثانيرة هري المتممرة) H (النمروذج الرياضري التقليرد  

لجسررم مرررن دقيرر  اطسررتقطا  فرري إطررار النمرروذج الرياضرري الحرراكم هررو النمرروذج 

 م  فروط حدية وابتدائية متجانسة. ) E-N (الرياضي 

 عندئذ  الحل الأصلي يعطى بـ:  

)18(                            ,    0 0u u u    

يلي فصل المعادلة اطفتقاقية التقليدية  ومن أجل متطلبات هذة الرسالةل يلزمنا فيما   

 .(8)ن فصل المعادلتين اطفتقاقيتين المتممتيل و(5)

 

 :(5) أولاا: فصل المعادلة الاشتناقية التنليدية 

 ل ونأ ذ بعين اطعتبار أن:(5) لهذا الغرض نأ ذ تفرس طرفي المعادلة اطفتقاقية

)19(                           2 2div div

 

 

2حيررر :  2
2 tρ



      2و : div grad  هرررو مرررؤثرLaplace  اطفرررتقاقي

 السلميل عندئذ  نجد:

                    2
2 ( ) 0div div divλ μ



    0 0u u X 

Tبالتالي نحصل على المعادلة اطفتقاقيةل المنفصلة التاليةل المحققة في :    

)20(                          1 0div div 0u X 
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2حي :  2
1 2( ): tλ μ ρ    . 

لنضرر :    
2 2

1 2( ): tλ μ ρ    عندئررذ  بتطبيرر  المررؤثر اطفررتقاقي المتجهرري .

ل نحصرل علرى المعادلرة اطفرتقاقية (5) على طرفي المعادلة اطفتقاقية المتجهية 1

Tالمتجهية التالية المحققة في :   

                1 2 1 1( ) divλ μ



   0 0
0gradu u X 

 ينتج عن المعادلة السابقةل وعن العلاقة:

)21(                         1 1grad grad 

ل أن المعادلررة اطفررتقاقية التاليررة محققررة فرري)20(وعررن المعادلررة اطفررتقاقية السررلمية 

T : 

                   1 2 1( ) divλ μ



   0
0gradu X X 

 أو

)22(              1 2 1( ) divλ μ



  0 gradu X X 

Tوهي المعادلة اطفتقاقية المتجهيةل المحققة في  ل والناتجة عن فصل المعادلة

 .  (5)اطفتقاقية المتجهية التقليدية 

 :(8) المتممتان  نتان المتجهيالاشتناقيتاثانياً: فصل المعادلتان 

Tمحققرة فري ربعة معرادطت افرتقاقية متجهيرة مسراعدةلهذا الغرض تلزمنا أ   د

divالأولى منفصلة بـ  u  والثانية منفصلة بـdiv  ل والثالثة والرابعرة متررابطتين برـ

curl u و curlبفكل  مفصل.  ل. وسنقوم فيمايلي باستنتاج كل  منها   

divالمعادلة المنفصلة بـ  - u: 

ل  (8)علرررى طرفررري المعادلرررة الأولرررى فررري  divطبررر  المرررؤثرقيجررراد هرررذة المعادلرررة ن

 العلاقة:ونست دم 

)23(                            2 2div div 

2حي :  2
2 ( ) tρ      ل 
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Tالتاليةل المحققة في لسلميةفنحصل على المعادلة اطفتقاقية ال : 

                   2
2 ( ) 0div div div ˆλ μ α      u u X 

 أو 

)24(                          1 0div div ˆ  u X 

divوهي المعادلة الأولى المساعدةل والمنفصلة بـ  u والمحققة فيT . 

divالمعادلة المنفصلة بـ  - : 

ل  (8)علرررى طرفررري المعادلرررة الثانيرررة فررري  divقيجررراد هرررذة المعادلرررة نطبررر  المرررؤثر 

 ومبدلاقس: (19)ة ونست دم العلاق

)25(                               4 4div div 

2حي :  2
4 ( ) 4 tε J     ل 

Tفنحصل على المعادلة اطفتقاقيةل السلميةل التاليةل المحققة في :  

       

   2
2 4 ( ) 2 0 0div div div ˆγ ε 


 
 

       Y  

 أو: 

)26(                         2 3 0div div ˆ


  Y 

حي :
 

2 2
3 2( ) 4 tJ       ل 

divالمساعدةل والمنفصلة بـ  وهي المعادلة الثانية  والمحققة فيT . 

curlن بـ المعادلتان المترابطتا - u  و curl: 

 ل  ونست دم (8) تينعلى طرفي المعادل curlنطب  المؤثر تينالمعادل اتينقيجاد ه

 العلاقات التالية:

)27(        2 2 2 2

4 4

, ,

,

 

 



curl curl curl curl

curl curl curl grad = 0
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Tفنحصل على جملة المعادلتين اطفتقاقيتينل المتجهيتينل المحققتين في :   

)28(       
 

 

2

2 4

2 ,

2

ˆ

ˆ






 
  

   

   

0

0

curl curl curl curl

curl curl curl curl

u X

u Y




 

curlوهمررا جملررة المعررادلتين اطفررتقاقيتين المتجهيتررين المسرراعدتينل بررـ  u وcurl
 

ل 

Tوالمحققتين في . 

2بتطبيرر  المررؤثر 4



علررى 2ل والمررؤثر(8) علررى طرفرري المعادلررة الأولررى فرري 

ل نحصررل علررى المعررادلتين اطفررتقاقيتين المتجهيتررينل (8)طرفرري المعادلررة الثانيررة فرري 

Tالتاليتين المحققتين في    :    

)29(

        

 

 

 

2 4 2 2 4

2 4 2 4

2 2 4 2 2

2 2 2

2

( )

,

( )

2

div

div

ˆ

ˆ

λ μ α

γ ε







 

 

 







    

  

   

  

0

0

grad

curl

grad

curl

u u

X

u Y



 

 

ا نل بتعرررويض 228  فررري 129  و 128  فررري 229 ل نحصرررل علرررى المعرررادلتين

Tالمتجهيتين التاليتينل المحققتين في اطفتقاقيتين     : 

)30(

        

 

 

   

2 4 2 2 4

2
2 2 4

2 2 4 2 2

2
2 2 2

4

4 2

( )

2 ,

( )

div

div

ˆ ˆ

ˆ ˆ

λ μ α

γ ε

 



 

 

 

 

 



    

   

   

   

0

grad

curl curl curl

grad

curl curl curl

u u

u Y X

X Y

 

 ,0

 

المتجهرري Laplaceينررتج عررن ذلررك وعررن تعريررم مررؤثر 
2

 تأخىىض مبشىىكل  )30(ل أن

Tفي مبنحبي :  
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)31(

     

 

 

2
2 4 2 2 4

22
2 2 4

2
2 2 4 2 2

22
2 2

4

4

4

4 2

( )

2 ,

( )

div

div

ˆ ˆ

λ μ α

γ ε



 

 

 

 

 

 

 

 
  

  
  

     

    

    

  

0

grad

curl

grad

cu

u u

u Y X

 

   2
ˆ ˆ  0rl X Y

 

 أو: 

)23(

 

   

   

 

22 2
2 2 4 2 4

2 4

22 2
2 2 4 2 2

2 2

4 4

4 4

2

( )

2 ,

( )

div

div

ˆ ˆ

ˆ ˆ

λ μ α

γ ε

 



  



 



 



 
  

 
  

     

  

     

  

0

0

grad

curl

grad

curl

u u

Y X

X Y

 

 

علرى 1بتطبي  المؤثرأ يرا ل  132علرى  3ل والمرؤثر 232 ل مرن ثرم باسرت دام

 والعلاقة: (21) العلاقتين:

)33(                  2 3 2 3

    
       

grad grad 

ل نحصررل علررى (26)و   (24)مررن ثررم باسررت دام المعررادلتينل المنفصررلتين المسرراعدتين 

Tالمعادلتين اطفتقاقيتينل المتجهيتينل التاليتينل المحققتين في : 

   

   

22 2
2 1 2 4 2 4

1 2 1 4

22 2
2 3 2 4 2

2 3

4 4

4 4

2

( )

2 ,

( )

div

div

ˆ

ˆ ˆ

ˆ

λ μ α

γ ε

 



  



 







 
  

 
  

    

 

    



grad

curl

grad

c

u X

Y X

Y

  2 3
ˆ ˆurl X Y
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 أو: 

)43( 

   

 

  

   

22
2 1 2 4

2
2 4 1 4

1

22
2 3 2 4 2 3

2
2

4

4

4 2

4

( )

2 ,

( )

div

div

ˆ ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

λ μ α

γ ε







 

 





 



  
  



 
  

 

    



  

   

grad

curl

curl

grad

u

X X

Y

X

  2 3
ˆY Y

 

Schefer:أ يرا ل سنوجد ا نل المعادلة المنفصلة بـ متجره          0      ل

1 (حيرررررر :

2
  0

0 , curl u    ( ل انطلاقررررررا  مررررررن المعررررررادلتين اطفررررررتقاقيتين

علرى طرفري المعادلرة curlبتطبير  المرؤثرل باتباع مرايلي.  (31)ن المتجهيتي 132  ل

وبضر  طرفي المعادلة  232  ل نحصل على:  2بـ 

)35(          

  

 

  

 

 

22
2 2 4

2 4

22
2 2 4

2
2 2

2 2

4

4

4

4

2 ,

2

2 ( )

2

div

ˆ ˆ

ˆ ˆ

γ ε







 

















 
  

 

  

 

   

  

0

0

0

curl

curl curl curl

grad

curl

u

Y X

X Y





 

بطرح  235  من 135  :ل والأ ذ بعين اطعتبار العلاقة 

        

                                   

1

2
  curl u     

Tنحصل على المعادلة اطفتقاقية المتجهية التاليةل المحققة في   : 
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   

   

22 2
2 2 4 2 2

2 2 4 2

4 4

4

2 2 ( )

2 2 ,

div

ˆ ˆ ˆ ˆ

γ ε  

 

 

 

 
  



    

    0

grad

curl curl curl curlY Y X X

 
 

المتجهري Laplaceينتج عرن ذلرك وعرن تعريرم مرؤثر 
2

 ل وعرن تعريرم المرؤثرين

2 و 2 اطفتقاقيين المتجهيين



4و  4والمرؤثرين اطفرتقاقيين المتجهيرين 



  ل  

Tتأخض مبشكل مبنحبي في أن المعادلة اطفتقاقية السابقة  : 

    

   

 

22 2
2 2 4 2 2

2 2 4

4 42 2 ( )

2 2

div

div ˆ ˆ ˆ

γ ε  



 

  

 
  



    

   0

grad

grad curlY Y X

 
 

 أو:

   

 

22 2
2 2 4 2 2

2 4

4 42 2 ( )

2 2

div

div ˆ ˆ ˆ

γ ε  



 

 

 
  

 
  

  

    

   0

grad

grad curlY Y X

 

   

طرفررري المعادلرررة اطفرررتقاقية علرررى  3الأنل بتطبيررر  المرررؤثر اطفرررتقاقي المتجهررري

والمعادلة المنفصرلة المسراعدة  (33) المتجهية السابقةل وبالأ ذ بعين اطعتبار العلاقة

،   قىىل علىىا مبردح بىىس ملاشىىنقحقلس، مبرنجهلىىس، مبر فقىىلس مبنحبلىىس، مبر ققىىس فىىي )26(

T : 

 
   

   

22 2
2 3 2 4 2

3 2 3 4

4 42 2 ( )

2 2

div

div

ˆ

ˆ ˆ ˆ

γ ε  





 

  
  

 
  

  

    

 

grad

grad curl

Y

Y Y X



 

 أو:

                         

 
 

 

22
2 3 2 4

2
3 2

2 3 4

4

4

2

2 ( )

2

div ˆ

ˆ ˆ

γ ε



  



 



  
  

 
  

  

 

   



grad

curl

Y

Y X


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 وبما أن: 

)36(    2
3 2 4 24( ) ( )γ ε γ ε    

 

       

فتأ ذ بذلك المعادلة اطفتقاقيةل المتجهيةل المنفصرلة السرابقةل تأ رذ الفركل الترالي فري

T  : 

)37(            

 

 

 

22
2 3 2 4

4 2

2 3 4

42

2 ( )

2

div ˆ

ˆ ˆ

γ ε



 



 

 



 
  

  

 
  

  

 

 



grad

curl

Y

Y X



 

:Schefer إن المعادلة السابقةل هي المعادلرة اطفرتقاقيةل المتجهيرةل المنفصرلة بمتجره

والمحققة في لT  . 

 

 ً  بالشكل: (E-N) النموذا كتابة في Schefer متجه لرينةل السلمي الشكل)ثانيا

     E N Nonhomgeneous H Homgeneous E N   
    

بالفركل  (E-N)في كتابة النمروذج  Scheferفي هذة الفقرةل ستسقط طريقة متجه     

1السرررررراب ل سنسررررررقطها فرررررري النظررررررام اطحررررررداثي الررررررديكارتي: 2 3, , ) ][ , (O e e e
 

ل 

J.Dyszlewicz) [1, pp. 333] (. 

للجسم من  Lame: هي المعادطت السلمية الديكارتية التالية للحركة لـ نقطة البداية   

T، ومبر ققس في N)-(Eنوع     : 

)1(          
2 , ,

4 , ,

2

2

( ) 0 ,

( ) 0

i k k i i j k k j i

i k k i i j k k j i

λ μ αu u X

γ ε u Y



 



 





     

     
 

 نعود ونذكر بأن:   هنا حي  

               
2 2 2 2

2 4( ) , ( ) 4t tρ ε J            

 ل المعطى بحس  تعريفه بالعلاقة:سلمياطفتقاقيل ال Laplace  هو مؤثر 2حي 
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2
,

: div ( )
i i

  grad ل كمررا أن الرمررزt  يرردل علررى المفررت  الجزئرري الزمنرري

tffft الأول:   2د ( )t t tf f f  . 

  مبنحبلس. ، مبةلرلس مب يكحرتلس ضلف مبشنوط مب  يس وملاين مئلس (1)إلى المعادطت     

Tالفروط الحدية المحققة على        : 

)2(                                                ,
i i i i

u f g  

,Tالتالية معلومة:   لتواب  الحقيقيةحي  ا :
i i

f g  ل 

0الفروط اطبتدائية المحققة في    : 

)3(                        , , ,
i i i i i i i i

u h k u       

,التالية معلومة:  تواب  الحقيقية حي  ال , , :
i i i i

h k    . 

                     Scheferمتجررررررره المركبرررررررات الديكارتيرررررررة لفررررررري ال طررررررروة الثانيرررررررةل ن رررررررد ل   

) [1, Pages:29-33 ] (  : 

)4(   

                                    

,

1

2
i i j k k j i

u   

0علما  أن: 

i i i
    0ل و 0

i
   يتوافر  مر  الجسرم مرن نروع) H ( عندئرذ  نحصرل .

المتوافقرة و الرديكارتيل هابفركل التالية في القيم الحدية واطبتدائيرةل Lame على مسألة

 ل لأجل الحالة الديناميكية له:) H (من نوع المرن م  الجسم 

Tمعادطت الحركة المحققة في    :   

)5(                     2 ,
( ) 0

i k k i i
λ μu u X



   0 0 

حي  
i

u المررن الموافر  للجسرم  لهي المركبات الديكارتية لمقطر  اقزاحرة المتجهري 0

2: ل السلمي ل والموثر التحريكي) H (من نموذج  2
2 tρ



     ل م  الفرروط

 :ل بالفكل الديكارتي لهاالحدية واطبتدائية التالية

Tالفروط الحدية المحققة على      : 

)6(                                                        i i
u f0 

0الفروط اطبتدائية المحققة في     : 
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)7(                                                ,
i i i i

u h u  0 0 

ل المرتمم التراليل  Lameل  نحصرل علرى نظرام معرادطت حركرة مإضافة  إلى ما تقرد   

Tبفكله الديكارتيل والمحق  في : 

)8(      
2 , ,

2 4 , ,

2( ) 0 ,

( ) 2 0

ˆ

ˆ

i k k i i j k k j i

i k k i i j k k j i

λ μ αu u X

γ ε u Y



 



 


 
 





       

       
 

ˆ,:ينالمتجهي ينمقطعلل المركبات الديكارتية حي  ˆX Y  بـ: ل تعطى على الترتي 

)9(                 2 4 ,

1

2
0 ,ˆ ˆ

i i i i j k k j
X Y Y X

 

   

2حي :  2
4 ( ) tε J



    . 

 اطثبات:   

0المتجهيل نحصل لأجل  Scheferمن المركبات الديكارتية لمقط  
i

 0  :على 

                                   ,

1

2
0

i j k k j i
u  0 0 

 أو: 

)10(                           ,

1

2
i i j k k j

u 0 0 

ل واستبدال رمرز  kبالرمز  iل باستبدال رمز الدليل الحر)5(في المعادلة اطفتقاقية 

Einstein k  بـs المعادلة الناتجة الفكل التالي فيل تأ ذT :   

)11(                     2 ,
( ) 0

k k ks sλ μu u X


   0 0 

بتطبي  ا ن المؤثر اطفتقاقي
i j k

j
x






 
على طرفي المعادلرة السرابقةل نحصرل علرى 

Tالمعادلة اطفتقاقية التالية المحققة في : 

                 

,

2 ( ) 0
kk k

i j k i j k i j k
j j j

s s

x x x
λ μ

uu X    
 
   
 

     

00

 

 أو
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)12(  
       

 2 , , ,
( ) 0

i j k k j i j k k j i j k k js sλ μu u X


     0 0 

 ل وعن العلاقة:  (10)ينتج عن ذلك وعن 

)13(                     
,

0
i j k k js su 0

 
لأن( 

, k js su  )jو iمتناظرة بالنسبة لـ  0

Tتأ ذ الفكل التالي في )12(قة اطفتقاقية أن العلا : 

)14(
                              

2 ,

1

2
0

i i j k k j
X



 0 

المسراعدة الأولرى. هرذا  السلميةل السابقةل بالمعادلة ل السلميةلندعو المعادلة اطفتقاقية

 من جهة أولى. ومن جهة ثانيةل  

 بالفكل: Lame (1)تكت  معادطت 

)51(      

,2 ,

,2 ,

,4 4 ,

,

2

2

( )

( ) 0 ,

2 ( )

2 0

ˆ
pi i i p i

pi i i p i

pi i p i i

pi p i

ss s s

ss s s

ss s s

ss

λ μ α

λ μ α

u u X

u u X

u γ ε

u Y





 







  









    

        

      

  

0 0 0

0 0

+

 

 وهنا استفدنا من العلاقة: 

)16(                        , ,

1

2
0

j k k js s s su 0 0 

بالنسبة لــ  )10(الناتجة بدورها عن افتقاس طرفي 
i

x. 

نحصرل علرى المعادلرة اطفرتقاقية ل (15) المعادلة الأولى في في (10)ا ن بتعويض 

Tالسلمية التالية المحققة في   : 

)71(       2 , ,

,2 ,
2

( )

( ) 0

ˆ
i i i p p j k k j i

pi i i p i

s s s s

ss s s

λ μ α

λ μ α

u u u X

u u X



 

 



    

        

0 0 0 +
   

 وبما أن:  

)81(   i p p j k p i p j k j i k k i j k i j j i ks s s s s s                  

 أن:فينتج عن ذلك 



84 

 

)91(         
 , ,

2
, , ,

i p p j k k j k i j j i k k j

i i i i

s s s s s

s s s s s s

u u

u u u u

     

   

 



0 0

0 0 0 0
 

نحصرل علرى المعادلرة اطفرتقاقيةل السرلمية التاليرةل المحققرة  (17)في  (19)بتعويض 

Tفي  : 

)20(       2 ,

,2 ,
2

( )

( ) 0ˆ

i i i

pi i i p i

s s

ss s s

λ μ

λ μ α

u u X

u u X 





  

        

0 0 +
   

مبنحبلىس، مبر ققىس ،   قل علا مبردح بس ملاشنقحقلس، مبرنجهلس، (20)في  (5)بتعويض ف

Tفي :   

)12( 

            

,2 ,
2( ) 0ˆ

pi i i p iss s sλ μ αu u X         

 وهو المطلو ل الأول.

2سلميومن جهة ثانيةل بتطبي  المؤثر اطفتقاقي ال   



على طرفي المعادلة الثانيرة  

 وبالأ ذ بعين اطعتبار أن: (15) في

     
,2 24

,2 24 ,

2

( ) 2 0

pi i p

pi i i p i

ss

ss s s

u

γ ε u Y



 



 

 

 



 
 







       

0 0

 

 والتي تكت  بالفكل:

    
,2 24

,2 24 ,

2

( ) 2 0

pi i p

pi i i p i

ss

ss s s

u

γ ε u Y



 



 

 

 

 
 

 

 
 







        

0 0

 

في المعادلة اطفرتقاقية السرابقةل نحصرل علرى المعادلرة   (14)و (10)ا نل بتعويض 

Tاطفتقاقية السلميةل التاليةل المحققة في : 

 

    

 4 , ,

,2 24 ,

1

2
2

( ) 2 0

i j k k j i j k k j

pi i i p iss s s

X X

γ ε u Y



  
 



 
 

 



 

        

 

 أو:
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           

,2 4 ,

2 4 ,

1

2

( ) 2

0

pi i i p

i i j k k j

ss s sγ ε u

Y X

  


 

 
 





      

   

Tالمعادلة اطفتقاقيةل السلمية التالية المحققة في قد حصلنا على بالتالي نكون  : 

)22(      ,2 4 ,
( ) 2 0ˆ

pi i i p iss s sγ ε u Y  


 
 

        

حي :  2 4 ,

1

2
0ˆ

i i i j k k j
Y Y X

 

   . .وهو المطلو  الثاني 

نضرريم الفررروط ل (8)المررتمم  السررلمي الررديكارتيل المعررادطتي Lameإلررى نظررام     

 المعدَّلة التالية: السلمية الديكارتيةل الحدية واطبتدائيةل

Tالفروط الحدية المحققة على -  
  : 

)23(                                        0 ,
i i i i

u g     0 

0 الفروط اطبتدائية المحققة في -  : 

)24(                 0 0, , ,
i i i i i i i i

u k u            0 0 

المركبررات الديكارتيررةل ينررتج )24(و )23(حيرر  فرري 
i

 عررن حررل مسررألة  0متجرره لل 0

 .(10)و  (7) -(5) ل الديكارتيةالقيم الحدية واطبتدائيةل التقليدية

 (3) - (1)الأصلية  الديكارتيةل واطبتدائيةل الحدية القيم بهذا الفكل فنن حل مسألة    

ل يسررتبدل بحررل ) E-N (للجسررم المرررن دقيرر  اطسررتقطا  فرري إطررار النمرروذج الرياضرري 

 (7) - (5)د الأولرى هري التقليديرةل الديكارتيرة:  وابتدائيةل ديكارتيتينمسألتي قيم حدية 

ل والثانيررة هرري ) H (فرري إطررار النمرروذج الرياضرري التقليررد   Hookeلجسررم  (10)و 

لجسرم مررن دقير  اطسرتقطا  فري  (24) -(23)و  (9) - (8) ل الديكارتيرة:المتممرة

مرر  فررروط حديررة  ) E-N (إطررار النمرروذج الرياضرري الحرراكم هررو النمرروذج الرياضرري 

 وابتدائيةل ديكارتيةل متجانسة.

 عندئذ  الحل الأصلي يعطى بـ:  

)52(                        ,
i i i i i i

u u u       0 0 
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 لري فصرل المعادلرة اطفرتقاقيةي يلزمنرا فيمرا أيضا   ومن أجل متطلبات هذة الرسالةل   

 نالسررررلميتي نمعررررادلتين اطفررررتقاقيتيالفصررررل ل و (5)التقليديررررة  السررررلمية الديكارتيررررة

 .(8) ن الديكارتيتين المتممتي

 فصيل المعيادلتين، و(5) التنليديية   فصل المعادلة الاشتناقية السلمية الديكارتية    

 :(8) ن المتممتي نالسلميتين الديكارتيتي نالاشتناقيتي

 :(5) التنليدية  السلمية الديكارتية : فصل المعادلة الاشتناقيةأولاً 

ل جزئيررا  مرررة (5)نفررت  طرفرري المعادلررة اطفررتقاقية السررلمية الديكارتيررة لهررذا الغرررض 

واحرردة بالنسرربة لررـ 
i

x   فنحصررل علررى المعادلررة اطفررتقاقية السررلمية الديكارتيررة التاليررةل

Tالمحققة في : 

                           2 , , ,
( ) 0

i i k k i i i i
λ μu u X



   0 0 

 أو:

                       2
2 , , ,

( ) 0
k k k k k k

λ μu u X


    0 0 

بالتالي نحصل على المعادلة اطفتقاقيةل السلمية الديكارتيةل المنفصلة التاليةل المحققة 

Tفي  : 

)62(                          
1 , ,

0
k k k k

u X 0 

2حي :  2
1 2( ): tλ μ ρ    . 

السرلمية على طرفي المعادلة اطفتقاقية  1السلميندئذ  بتطبي  المؤثر اطفتقاقي عو

التاليرة المحققرة  السرلمية الديكارتيرةلل نحصرل علرى المعادلرة اطفرتقاقية (5) الديكارتية

Tفي :   

               21 1 1, ,
( ) 0

i k k ii
λ μu u X



   0 0 

السرررلمية  المعادلررة اطفررتقاقيةل أن (26) معادلرررةينررتج عررن المعادلرررة السررابقةل وعررن ال

Tالتالية محققة في الديكارتية : 

                  21 1,
( ) 0

i k k i i
λ μu X X



   0 

 أو
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)72(              21 1,
( )

i k k i i
λ μu X X



  0 

Tل المحققررة فرريالسررلمية الديكارتيررةوهرري المعادلررة اطفررتقاقية   ل والناتجررة عررن

 .  (5)التقليدية  السلمية الديكارتيةلفصل المعادلة اطفتقاقية 

 

 

: فصل المعادلتان الاشتناقي ثانيا    :(8) المتممتان  السلميتان الديكارتيتان تانًً

محققررة فرري مسرراعدة سررلمية ديكارتيررةللهررذا الغرررض تلزمنررا أربرر  معررادطت افررتقاقية  

T  د الأولرررى منفصرررلة برررـ,s su   والثانيرررة منفصرررلة برررـ,s s ل والثالثرررة والرابعرررة

pi,مترابطتين برـ  p ss u  و ,pi p ss  بفركل   ل. وسرنقوم فيمرايلي باسرتنتاج كرل  منهرا

 مفصل.   

s,المعادلة المنفصلة بـ  - su  : 

جزئيا  مررة واحردة بالنسربة ل (8)المعادلة الأولى في نفت  طرفي قيجاد هذة المعادلة 

لـ 
i

x نست دم العلاقة:من ثم و ل 

)28(                                
,

0
i j k k j i

   

Tعلى المعادلة اطفتقاقية السلمية الديكارتيةل التاليةل المحققة في فنحصل :     

)29(             2
, , ,2 ( ) 0ˆ

s s s s s sλ μ αu u X       

 أو:

)30(                         , ,1 0ˆ
s s s su X   

s,وهي المعادلة الأولى المساعدةل والمنفصلة بـ  su  والمحققة فيT . 

s,المعادلة المنفصلة بـ  - s: 

ل جزئيا  مرة واحردة بالنسربة (8)قيجاد هذة المعادلة نفت  طرفي المعادلة الثانية في  

لـ 
i

x :ل ومن ثم نست دم العلاقة 

)31(                               
,

0
i j k k j i

u   
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       2
, , ,2 4 ( ) 2 0 0ˆ

s s s s s sγ ε Y  


 
 

        

Tفري المحققرة لالتالية لالديكارتية السلمية اطفتقاقيةل المعادلة على نحصل ومنه 

:

 
)32(                         , ,2 3 0ˆ

s s s sY


   

حي :
 

2 2
3 2( ) 4 tJ       ل 

s,المسراعدةل والمنفصرلة برـ السرلمية الديكارتيرةل وهي المعادلة الثانيرة s المحققرة فري

T . 

pi,ن بـ المعادلتان المترابطتا - p ss u  و,pi p ss  :  

)تينل نجر  التغيير المناس  في الأدلة المعادل اتينقيجاد ه )i p
 

في المعادلتين 

T، ال  تأخضمن مبشكل مبنحبي في(8) : 

)33(

       

2 , ,

2 4 , ,

2( ) 0 ,

( ) 2 0

ˆ

ˆ

p pk k p p j k k j

p pk k p p j k k j

λ μ αu u X

γ ε u Y



 



 


 
 





       

       
 

نطبر  المرؤثر تينالمعادل اتينقيجاد ه ا نل
i ps

sx




 ل  (8) تينعلرى طرفري المعرادل

نحصل على المعرادلتين اطفرتقاقيتين السرلميتين الرديكارتيتنل التراليتينل المحققترين فري

T  : 

)34(

 

,2 , ,

,

,2 4 , ,

,

2( )

0 ,

( ) 2

0

ˆ

ˆ

pi p i p k k p i p p j k k j

pi p

pi p i p k k p i p p j k k j

pi p

ss s s s s

ss

ss s s s s

ss

λ μ αu u

X

γ ε u

Y



 



 


 
 

   



   



      

 

     

 

 

 وبما أن:

)35(                 
, ,

0 , 0
i p k k p i p k k ps s s su     
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المحققتين  لالديكارتيتين التاليتين السلميتين المعادلتين اطفتقاقيتينل جملة على فنحصل

Tفي   : 

)36(

     

, ,2 ,

, ,2 4 ,

2 0 ,

2 0

ˆ

ˆ

p pi p i p p j k k j i p

p pi p i p p j k k j i p

s ss s s s

s ss s s s

u X

u Y










 
 

   

   

   

   
 

pi,ل بالمعررررادلتين اطفررررتقاقيتينل الررررديكارتيتينل المترررررابطتين بررررـ )36(نرررردعو p ss u        

pi,و p ss    . 

 : أن (18) ولكن ينتج عن

)37(  
                 

 

 

, ,

2
, , ,

, ,

2
, , ,

,

i p p j k k j k i j j i k k j

i i i i

i p p j k k j k i j j i k k j

i i i i

s s s s s

s s s s s s

s s s s s

s s s s s s

u u

u u u u

   

    

   

  

   

  

   

 

 

 

   

 

   

  

Tمبشكل مبنحبي في )36(وبذلك تأ ذ  : 

)38( 

      

 

 

2
, ,2 ,

2
, ,2 4 ,

2 0 ,

2 0

ˆ

ˆ

p pi p i i i p

p pi p i i i p

s ss s s s

s ss s s s

u X

u u Y





 






 
 

 

 

     

     
 

2بتطبي  المرؤثرا نل  4



ل والمرؤثر(8)علرى طرفري المعادلرة الأولرى فري  
2

السرلميتين اطفرتقاقيتين ال نحصل علرى المعرادلتين (8)على طرفي المعادلة الثانية في 

Tل التاليتين المحققتين فيالديكارتيتين     : 

         
 

 

2

2

2 22 4 4 ,

2
,2 2 4,

2 22 4 2 ,

2
,2 2 2,

4 2

4 2

( )

0 ,

( )

0

ˆ ˆ

ˆ ˆ

i k k i

pi i i p i

i k k i

pi i i p i

ss s s

ss s s

λ μ αu u

u u Y X

γ ε

X Y

 



 

 

 

 

 

 

 

 

  





   

    

   

   

    

التراليتينل  السرلميتين الرديكارتيتينلنحصرل علرى المعرادلتين اطفرتقاقيتين وباقصلاح  

Tالمحققتين في   : 
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)39(

 

 

 

2 2

2 2

2
2 22 4 4 ,

, 2 4

2
2 22 4 2 ,

,2 2

4 4

2

4 4

2

( )

0 ,

( )

0

ˆ ˆ

ˆ ˆ

i k k i

pi p i

i k k i

pi p i

ss

ss

λ μ αu u

Y X

γ ε

X Y

 



  



 

 



 



 
 



 
 

 





     

 

     



   

أ يرا ل بتطبي  المؤثر
1

علرى  139ل والمرؤثر
3

علرى   239 ل مرن ثرم باسرت دام 

المعررررادلتين ل نحصررررل علررررى (32)و   (30)المعررررادلتينل المنفصررررلتين المسرررراعدتين 

Tل التاليتينل المحققتين فيالديكارتيتينل المنفصلتين  السلميتين اطفتقاقيتينل : 

 

 

2 2

2 2

2
2 21 2 4 4 ,

, 21 1 4

2
2 3 2 4 2 ,

,2 3 2 3

4 4

2

4 4

2

( )

,

( )

ˆ

ˆ ˆ

ˆ

ˆ ˆ

i k k i

pi p i

i k k i

pi p i

ss

ss

λ μ αu X

Y X

γ ε Y

X Y

 



  





 







  
 



 
 

 





    



    

 

 أو:

)40(   

 

 

 

2

2

2

2

2
2 1 2 4

2 4 1 4,

,1

2
,2 23 2 4 3

2 2 3,

4

4

2

4 2

4

( )

,

( )

ˆ ˆ

ˆ

ˆ

ˆ ˆ

i

k k i i

pi p

pi i p

k k i i

ss

ss

λ μ α

u

X X

Y

X

γ ε Y Y







 

 







 



   
 



 

  
 





 

   

 

  
  

 

 

0: بالمركبرة الديكارتيرةأ يرا ل سنوجد ا نل المعادلرة المنفصرلة         

i i i
    ل 

0 (ل حي :Scheferمتجه ل

,

1

2
0

i i i j k k j
u      ,(طلاقا  من المعادلتين ل ان

بررنجراء التغييرررات المناسرربة علررى ل باتبرراع مررايلي.  (39) نالررديكارتيتين اطفررتقاقيتي
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،   قل علىا مبردىح بنل  ملاشىنقحقلنل  مبةىلرلنل  (39) المعادلة الأولى من  الأدلة في

Tمبنحبلن  مبر ققنل  في ،مب يكحرتلنل  :     

)41(

 

 

 

2 2

2 2

2
2 22 4 4 ,

2 4,

2
2 22 4 2 ,

2 2,

4 4

2

4 4

2

( )

0 ,

( )

0

ˆ ˆ

ˆ ˆ

p k k p

pp k k

i k k i

ii k k

j j

j j

λ μ αu u

Y X

γ ε

X Y

 



  



 

 



 



 
 



 
 

 





     

 

     



 

بتطبيرر  المررؤثر
i ps

sx




 علررى طرفرري المعادلررة 141  ل وبضررر  طرفرري المعادلررة

 241  ةل والعلاق)35(العلاقة الأولى في  والأ ذ بعين اطعتبار ل 2بـ: 

 )42(             
 , ,

2
, , ,

,

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

i p p j k k j k i j j i k k j

i i i i

s s s s s

s s s s s s

Y Y

Y Y Y Y

     

   

 



   

 

اطفرررتقاقيتين الرررديكارتيتين التررراليتينل المحققترررين فررريفنحصرررل برررذلك عرررل العلاقترررين 

T  :  

)43( 

    

 

 

   

2

2

2

2
,2 2 4

2
,2 4,

2
2 2 4

2 2 ,

2 2,

4

2

4

4

0 ,

2

( )

4 2 0

ˆ ˆ ˆ

2

ˆ ˆ

pi p

pi i i p

i

k k i

ii k k

ss

ss s s

j j

u

Y Y X

γ ε

X Y







 



















 



 
 

 









  

 

   



 

مرن المعادلرة الأولرى فيهرال منرثم بالأ رذ بعرين  (43)ا نل بطرح المعادلرة الثانيرة فري 

   اطعتبار العلاقة:  

)44(                       ,

1

2
i i i j k k j

u      
    
 

Tالمعادلة اطفتقاقية الديكارتية التاليةل المحققة في نحصل على  : 
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)45(

 

 

 

2 22
2 22 4 2 ,

2
,2 24, ,

2

4 4

2

2 ( )

4

2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

i k k i

pi i i p i k k

i

ss s s j j

γ ε

Y Y X X

Y

  

 

 
 

 



  
 

  



 

   

  

 السرلميينينتج عن تعريم المؤثرين اطفتقاقيين 
2

2 و 



والمرؤثرين اطفرتقاقيين  

السلميين
4

4و 



تأخىض مبشىكل مبنىحبي فىي السرابقة السلمية ل أن المعادلة اطفتقاقية 

T  : 

    

 2 22
2 22 4 2 ,

,2 4 2,

4 4

2

2 ( )

2

2

ˆ ˆ ˆ

i k k i

pi i p iss s s

γ ε

Y X Y

  



 
 

  



   
 



   



 

 أو:

 
 2 22

2 22 4 2 ,

,2 4,

4 4

2

2 ( )

2

2

ˆ ˆ ˆ

i k k i

pi i i p ss s s

γ ε

Y Y X

  



 
 

 



   
 

 
  

 


   



 

  

المؤثر اطفرتقاقي السرلمي بتطبي  ا ن
3

رفري المعادلرة اطفرتقاقية السرلمية علرى ط 

،  (32)السرررابقةل وبالأ رررذ بعرررين اطعتبرررار المعادلرررة المنفصرررلة المسررراعدة  الديكارتيرررة

، مبر فقىىلس مبنحبلىىس، مبر ققىىس فىىيمبةىىلرلس مب يكحرتلىىس  قىىل علىىا مبردح بىىس ملاشىىنقحقلس، 

T : 

 
 2 22

2 3 2 4 2 ,

,2 43 3,

4 42 ( )

2 2

ˆ2

ˆ ˆ ˆ

i i

pi i i p

s s

ss s s

γ ε Y

Y Y X

  


 

    
 

 
  

 


   

 
 

 أو:

                         

 2

2

2
2 3 2 4

3 2 ,

,2 43

4

4

2

( )

2

ˆ2

ˆ ˆ

i

i

pi i p

s s

ss

γ ε Y

Y X





 




 

 

   
 

 
  

 




  


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 وبما أن: 

)46(

 

     2
4 23 2 4( ) ( )γ ε γ ε    

 

       

ل المنفصرلة السرابقةل تأ رذ الفركل الترالي فريالسرلميةفتأ ذ برذلك المعادلرة اطفرتقاقيةل 

T  : 

)47(               

 2 2
2 3 2 4

4 2 ,

,2 43

42

( )

2

ˆ2

ˆ ˆ

i

i

pi i p

s s

ss

γ ε Y

Y X



 




 

 

 

 
   

 

 
  

 




 



 

ل ل المنفصرررلةالسرررلمية الديكارتيرررة إن المعادلرررة السرررابقةل هررري المعادلرررة اطفرررتقاقيةل 

:بالمركبات الديكارتية
i

 متجه لSchefer:ل والمحققة فيT  . 
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 مل ص الرسالة
 

تتضمن الرسالة على مناقفة نماذج رياضية موصوفة من  لال معادطت افتقاقية    

وعلاقررات أساسرريةل جميعهررا أوسرراط مسررتمرة مرنررةل مهملررة ومعقرردة البنيررة الجزيئيررةل 

 حي  تتوزع ثلاثة فصولل على النحو التالي:
 

   الفصل الأول:

يتضمن مايلزمنا مرن الرياضريات بفركل  عرام ومرن الطبولوجيرة والهندسرة التفاضرليةل 

المناط  متعرددة ل و واصها Einsteinوالتحليل النتجهي بفكل   اصد مثال: رموز 

بعرردا ل مفرراهيم الترردرج والتفرررس والرردوران  nالترررابط فرري الفضرراء اطقليررد  ذ  الررـ 

 لمقاط  متجهيةل وبعض المبرهنات المتعلقة بهال ... الخ. 
 

 :الفصل الثاني

ره موصروفةل بأنظمرة معادطتيرة افرتقاقية وجبريرة  يتضمن مناقفة نماذج رياضرية مهمَّ

وبفروط ل تحكم مجتمعتا  أوساط مسرتمرة مرن النروع المررنل مهملرةل ومعتبررة البنيرة 

 الجزيئيةد حي  تمت مناقفة النماذج الرياضية التالية:

(A - K)  و  (E - N )  و  (K - M)  و  (N - D)  و  (H) 
 

 الفصل الثال :

 بالفكل: (E-N)في كتابة النموذج  Schefer تم فيه مناقفة طريقة متجه

     E N Nonhomgeneous H Homgeneous E N   
 

 مناقفة ذلك بالفكل الديكارتي.تمت من ثم  
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Dissertation Summary 
 

   This dissertation treats most mathematical models, described 

by systems of partial differential equations ,fundamental 

relations and conditions, which together governs continuous 

media of elastic type, with neglected and considerable 

microstructure. The dissertation contains the three following 

sections: 
  

The first section: 

Contains what we need generally from mathematics, and 

especially from topology, differential geometry, and vector 

analysis ; for example: Einstein symbols and its properties, the 

multi-connected regions in the euclidesian n  dimensional 

spaces, the grad, div, curl concepts and its related theorems, … 

etc. 

 

The Second Sections:  

Study mathematical models described by fundamental 

equations, relations, and conditions, governing continuous 

media of elastic type, of neglected and considerable 

microstructure. We discuss the following mathematical models: 

(A – K)  , (E – N)  ,  (K – M)  ,  (N – D)  , (H) 

The Third Sections:  

In which we discuss the Schefer vector method of writing the  

(E – N) mathematical method in the following form:  

 

and we discuss this method in the Cartesian coordinate system.  

     E N Nonhomgeneous H Homgeneous E N   
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